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Abstract
Following Duflo–Vergne (for real reductive groups) and Khalgui–Torasso (for real almost algebraic
groups), we prove a Plancherel formula for almost connected solvable p-adic groups (p = 2). To do this, we
give a necessary and sufficient condition for a unitary irreducible representation to be admissible in terms
of Kirillov–Duflo orbit method. Then we establish a character formula around each semi-simple element.
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1. Introduction
Dans cet article, nous donnons explicitement la formule de Plancherel pour les groupes de
Lie résolubles presque connexes sur un corps p-adique (p = 2). Pour ce faire, nous donnons une
description remarquable des caractères des représentations unitaires irréductibles : nous donnons
une caractérisation des représentations unitaires irréductibles admissibles dans le cadre de la
méthode des orbites de Kirillov–Duflo et nous établissons au voisinage de chaque élément semi-
simple une formule du caractère. Notre formule est l’analogue de celle établie par [6] pour les
groupes presque algébriques réels. La démonstration de la formule de Plancherel entre dans la
Adresse e-mail : khemais.maktouf@fsm.rnu.tn.0022-1236/$ – see front matter © 2011 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
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Khalgui et Torasso [7] pour les groupes presque algébriques réels.
Soit k une extension de degré fini de Qp et ς un caractère continu non trivial de (k,+)
dans C×. On se donne (G,F,G) un groupe presque algébrique d’algèbre de Lie g (voir le nu-
méro 2.6 ci-après). Si g est une forme linéaire sur g, on note G(g) le stabilisateur de g dans G,
g(g) son algèbre de Lie et (G(g))g le revêtement métaplectique de G(g) construit en utilisant
son action symplectique canonique dans g/g(g) ; l’élément non trivial du noyau de ce revêtement
est noté (1,−1). On définit un caractère χg de uG(g), radical unipotent de (G(g))g, en posant,
χg
(
exp(X)
)= ς(〈g,X〉), X ∈ ug(g).
On désigne par YG(g) l’ensemble des classes des représentations unitaires irréductibles τ de
(G(g))g dont la restriction à uG(g) est multiple de χg et telles que τ(1,−1) = − Id. Si g est de
type unipotent et τ un élément de YG(g), M. Duflo [2] a associé au couple (g, τ ) une classe de
représentations unitaires irréductibles πg,τ de G. De plus, si on note YG l’ensemble des couples
(g, τ ), où g est de type unipotent et τ ∈ YG(g), alors G opère naturellement dans YG et la corres-
pondance (g, τ ) −→ πg,τ induit une bijection de G \ YG sur Ĝ.
Donnons maintenant une description du premier résultat principal du présent article. On sup-
pose désormais que G est résoluble presque connexe (c’est-à-dire G/(F. uG) est abélien). Soit
(g, τ ) ∈ YG. Il existe une forme linéaire λτ sur g(g) dont la restriction à ug(g) est égale à celle
de g et telle que, si X est dans un voisinage assez petit de 0 dans g(g), on ait,
τ(expX) = ς(〈λτ ,X〉)Id.
Par la suite, on considère l’orbite co-adjointe Og,λτ qui est celle d’un élément f qui a même
restriction que g à ug et dont la restriction à g(g) est λτ . Soit χ un morphisme continu de G dans
R×+ trivial sur G(g) uG, ψ une fonction réelle positive semi-invariante de poids χ sur Og,λτ et
T
ψ
g,τ l’opérateur fermé à domaine dense dans l’espace de πg,τ semi-invariant de poids χ (voir
numéro 5.2). Nous dirons que la représentation πg,τ est ψ -admissible si, pour tout ϕ ∈ C∞c (G),
l’opérateur T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T ψg,τ est à trace, dGx étant une mesure de Haar sur G. Si tel est le
cas, la formule
Θg,τ,ψ(ϕdGx) = Tr
(
T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T
ψ
g,τ
)
définit une fonction généralisée χ2-semi-invariante sur G (pour l’action de G sur lui-même par
conjugaison). Nous dirons également que la mesure de Liouville dμOg,λτ sur l’orbite co-adjointe
Og,λτ est ψ -admissible si ψ2dμOg,λτ est une mesure de Radon sur g∗, où g∗ est l’espace des
formes linéaires sur g.
Soit s un élément semi-simple de G, G(s) son centralisateur dans G, et g(s) son algèbre de
Lie. On note Og,λτ ,s l’ensemble des points fixes de s dans Og,λτ . Lorsque Og,λτ ,s n’est pas vide,
c’est une sous-variété localement fermée de g(s)∗, réunion d’un nombre fini de G(s)-orbites. On
la munit de la mesure canonique (de Liouville) dμOg,λτ ,s , celle dont la restriction à chaque G(s)-
orbite qu’il contient est la mesure de Liouville. Désignons par φg,τ,s la fonction sur Og,λτ ,s ,
définie par :
φg,τ,s(x.f ) = Φ
(
ρx(s˜)
)
Tr
(
τx(s˜)
)
, x.f ∈ Og,λτ ,s ,
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plectique Mp(g/g(x.f )), Φ est le caractère de la représentation métaplectique de Mp(g/g(x.f ))
associée à ς (voir [10], paragraphes 27 et 28), et τx = τ ◦ x−1.
Si V est un voisinage ouvert G(s)-invariant assez petit de 0 dans g(s), l’image W de G × V
par l’application Ψ : (x,X) −→ xs exp(X)x−1 est un voisinage ouvert G-invariant de s dans G
et Ψ induit un difféomorphisme Ψ¯ de l’espace fibré G ×G(s) V sur W . La fonction généralisée
Θg,τ,ψ possède une restriction Θsg,τ,ψ , χ2|G(s)-semi-invariante, à V , définie par :
Θsg,τ,ψ (X) = Θg,τ,ψ
(
s exp(X)
)
, X ∈ V (1.1)
(voir Théorème 3.3.1).
Théorème 1.0.1. (i) Soit (g, τ ) ∈ YG. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) la représentation πg,τ est ψ -admissible,
(2) la mesure de Liouville dμOg,λτ sur l’orbite co-adjointe Og,λτ est ψ -admissible.
(ii) Soit s un élément semi-simple de G. Il existe un voisinage ouvert Vs , G(s)-invariant, de 0
dans g(s) tel que pour tout (g, τ ) ∈ YG, pourvu que les conditions équivalentes ci-dessus soient
satisfaites et que la mesure dμOg,λτ ,s soit également ψ -admissible, on ait l’égalité de fonctions
généralisées dans Vs :
Θsg,τ,ψ (X) =
∫
Og,λτ ,s
ς
(〈l,X〉)φg,τ,s(l)ψ(l)2 dμOg,λτ ,s (l). (1.2)
Lorsque ψ est la fonction constante égale à 1, l’assertion (i) du théorème donne une condition
nécessaire et suffisante pour que πg,τ soit admissible. Dans [11], l’auteur a démontré que si
l’orbite co-adjointe Og,λτ est fermée dans g∗ alors la représentation πg,τ est admissible et que
son caractère est donné, au voisinage de s, par la formule (1.2).
Donnons maintenant une description du deuxième résultat principal de ce travail. On se donne
un sous-groupe unipotent Z central dans G, d’algèbre de Lie z, et ξ une forme linéaire sur z. On
pose u = ug. On note g∗ξ = {f ∈ g∗, f|z = ξ} et u∗ξ = {f ∈ u∗, f|z = ξ}. Un élément g ∈ g∗ξ
est dit ξ -régulier si dimg(g) est minimale. Dans ce cas, g(g)/z est abélienne et l’image réci-
proque de l’unique facteur réductif de g(g)/z dans g(g), notée s(g), est centrale dans g(g). La
forme linéaire g est dite fortement ξ -régulière si de plus s(g) est de dimension maximale. Écri-
vons s(g) = jg ⊕ z, où jg est l’ensemble des éléments semi-simples de s(g). Alors, jg est une
sous-algèbre de Lie abélienne de g, appelée sous-algèbre de Cartan–Duflo relative à ξ . Toutes
les sous-algèbres de Cartan–Duflo relatives à ξ de g sont G-conjuguées. On désigne par g∗ξ,t.r ,
l’ensemble des formes linéaires fortement ξ -régulières. C’est un ouvert de Zariski non vide, G-
invariant, de g∗ξ . De même, l’image de g∗ξ,t.r dans u∗, notée u∗ξ,p.r , par l’application restriction
g ∈ g∗ −→ g|u, est un ouvert de Zariski non vide, G-invariant, de u∗ξ .
On fixe une sous-algèbre de Cartan–Duflo j relative à ξ que l’on munit d’une mesure de
Haar djX. On fixe une mesure de Haar dgX sur g, une mesure de Haar duY sur u, et une mesure
de Haar dzX sur z. On munit z⊥u
∗
, l’orthogonal de z dans u∗, de la mesure de Haar dz⊥u∗ l duale
de la mesure de Haar quotient du/zY˙ sur u/z. On choisit un élément l0 de u∗ξ . On désigne par du∗ξ l
la mesure sur u∗ translatée par l0 de la mesure d ⊥u∗ l (remarquons que cette mesure ne dépendξ z
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Enfin, on fixe une fonction borélienne positive ψG sur u∗ξ , semi-invariante de poids 
− 12
G (voir
lemme 11.1.1). Si ω ⊂ u∗ξ,p.r est une G-orbite alors elle porte une mesure positive G-invariante
dβω (voir numéro 11.3). Il existe ainsi une unique mesure borélienne positive dμG,ξ,u sur G \u∗ξ
telle que l’on ait : ∫
u∗ξ
ϕ(l)ψG(l)
−2 du∗ξ l =
∫
G\u∗ξ
dμG,ξ,u(ω)
∫
ω
ϕ(l) dβω(l)
pour toute fonction ϕ, borélienne positive ou intégrable pour ψG(l)−2du∗ξ l sur u
∗
ξ .
Soit u ∈ u∗ξ,p.r et g ∈ g∗ξ,t.r de type unipotent dont la restriction à u est u. Alors, il existe x ∈ G
tel que jg = x.j. On munit jg de la mesure de Haar djgX = x.djX, l’image de la mesure de Haar
djX par Adx. On se donne Rg un facteur réductif de G(g) et Rgg son image réciproque dans
(G(g))g. Alors, YG(g) s’identifie à (̂Rgg )−, l’ensemble des classes des représentations unitaires
irréductibles τ de Rgg telles que τ(1,−1) = − Id. On désigne par dRgg x la mesure de Haar sur
R
g
g tangente à la mesure de Haar djgX sur jg et par dgτ la mesure de Plancherel de R̂
g
g corres-
pondante. On définit une fonction généralisée ΘψGG.u sur G de la manière suivante : si la mesure
dβG.u est ψG-admissible (voir numéro 11.3), on a, pour tout ϕ ∈ C∞c (G),
Θ
ψG
G.u(ϕdGx) = 2
∫
YG(g)
Θg,τ,ψG(ϕdGx)dgτ,
sinon ΘψGG.u = 0. D’après la proposition 12.4.1, la fonction généralisée ΘψGG.u est bien définie. Il
est à noter que pour dμG,ξ,u-presque toute G-orbite ω dans u∗ξ , la mesure dβω est ψG-admissible
(Corollaire 11.4.1).
On note χξ le caractère de Z défini par : χξ (exp(X)) = ς(〈ξ,X〉), X ∈ z.
Théorème 1.0.2. On désigne par dGx la mesure de Haar sur G tangente à la mesure de Haar
dgX sur g et par dZx la mesure de Haar sur Z tangente à la mesure de Haar dzX sur z. Pour
tout ϕ ∈ C∞c (G), la fonction ω −→ ΘψGω (ϕdGx) est intégrable par rapport à la mesure dμG,ξ,u
et on a : ∫
Z
ϕ(x)χξ (x) dZx =
∫
G\u∗ξ
ΘψGω (ϕdGx)dμG,ξ,u(ω).
2. Notations et généralités
2.1. Dans la suite, k désigne un corps local non archimédien de caractéristique zéro. On note
O l’anneau des entiers de k et  une uniformisante de O. On fixe un caractère continu non trivial
ς de (k,+) dans C×. Ce caractère est localement constant et il est unitaire. On le choisit de telle
sorte que
ς|O = 1 et ς|−1O = 1.
504 K. Maktouf / Journal of Functional Analysis 262 (2012) 500–536Soit dμ la mesure de Haar normalisée sur k (i.e. dμ(O) = 1). Alors, la formule :
dμ(ax) = |a|p dμ(x), pour tout a ∈ k×,
définit une valeur absolue sur k (on prend la convention |0|p = 0). On fixe une clôture algébrique
k¯ de k. Le prolongement canonique de | . |p à k¯ est noté | . |k¯ .
2.2. Si X est un espace topologique localement compact, on note Cc(X) le C-espace vec-
toriel des fonctions continues sur X qui sont à support compact. Si, de plus, X est totalement
discontinu, on note C∞c (X) le sous-espace des éléments de Cc(X) qui sont localement constants
sur X. Si A est une partie de X, on note 1A la fonction caractéristique de A.
2.3. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k et dV v une mesure de Haar sur V . On
note V ∗ le k-espace vectoriel des formes linéaires sur V . Si ϕ ∈ C∞c (V ), on définit la transformée
de Fourier de la densité ϕdV v par :
(ϕdV v)̂ V (l) =
∫
V
ϕ(v)ς
(〈l, v〉)dV v, pour tout l ∈ V ∗.
On appelle mesure duale de la mesure de Haar dV v, relativement à ς , la mesure de Haar dV ∗ l
sur V ∗ déterminée par :
ϕ(0) =
∫
V ∗
(ϕdV v)̂ V (l) dV ∗ l, pour tout ϕ ∈ C∞c (V ).
Soit L un O-module de V . On dit que L est un réseau de V s’il existe une base (e1, . . . , en) de
V tel que
L = Oe1 + · · · + Oen.
Dans ce cas, on note L⊥ = {l ∈ V ∗/ς(〈l,X〉) = 1, ∀X ∈ L} ; c’est un réseau de V ∗, appelé
réseau dual de L relativement à ς . On a (1LdV v)̂ = dV v(L)1L⊥ . La base (e1, . . . , en) de V est
dite univolumique pour la mesure de Haar dV v si elle vérifie dV v(Oe1 + · · · + Oen) = 1.
Soit W un sous-espace vectoriel de V et dWw une mesure de Haar sur W . On appelle mesure
quotient de dV v par dWw, la mesure de Haar dV/W v˙ sur V/W donnée par :∫
V
ϕ(v) dV v =
∫
V/W
{ ∫
W
ϕ(v +w)dWw
}
dV/W v˙, pour tout ϕ ∈ Cc(V ).
D’autre part (V/W)∗ s’identifie naturellement à W⊥, l’espace des formes linéaires sur V nulles
sur W . Si on munit W⊥ de la mesure de Haar dW⊥λ duale de la mesure dV/W v˙ alors on a :
(ϕ|WdWw)W (̂l) =
∫
W⊥
(ϕdV v)V (̂l˜ + λ)dW⊥λ, l ∈ W ∗, ϕ ∈ C∞c (V ), (2.1)
où l˜ est un élément de V ∗ dont la restriction à W est l.
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sont invariantes à gauche. On désigne par G la fonction module de G : si dGx est une mesure
de Haar sur G alors, pour tout y ∈ G, on a :∫
G
ϕ
(
xy−1
)
dGx = G(y)
∫
G
ϕ(x)dGx, pour tout ϕ ∈ Cc(G).
En particulier, si G est un groupe de Lie d’algèbre de Lie g alors
G(x) = |detAdxg|−1p , x ∈ G.
Si H est un sous-groupe fermé de G, on note H,G l’homomorphisme de groupes de H dans
R∗+ défini par :
H,G(y) = H(y)
G(y)
, pour tout y ∈ H.
On considère Cc(G;H) l’espace vectoriel des fonctions ϕ sur G, continues à support compact
modulo H et qui sont telles que
ϕ(xy) = H,G(y)ϕ(x), x ∈ G, y ∈ H.
Le groupe G opère par translations à gauche sur Cc(G;H). Si dHx est une mesure de Haar
sur H , il existe une forme linéaire et une seule, notée dG/H x˙, G-invariante sur Cc(G;H) telle
que ∫
G
ϕ(x)dGx =
∫
G/H
{ ∫
H
ϕ(xy)H,G(y)
−1 dHy
}
dG/H x˙, pour tout ϕ ∈ Cc(G).
La forme linéaire positive G-invariante dG/H x˙ s’appelle la mesure quotient des mesures de Haar
à gauche dGx et dHy.
Pour ϕ,ψ ∈ Cc(G), le produit de convolution de ϕ par ψ est l’élément ϕ ∗ ψ de C∞c (G)
défini par :
ϕ ∗ψ(x) =
∫
G
ϕ(y)ψ
(
y−1x
)
dGy, x ∈ G.
2.5. Soit G un groupe de Lie agissant de manière lisse sur une variété k-analytique M et Θ
une fonction généralisée sur M . Pour chaque x ∈ G, on note Θx la fonction généralisée sur M :〈
Θx,ν
〉= 〈Θ,x−1ν〉, ν ∈ D(M),
D(M) étant l’espace des densités lisses à support compact sur M (voir [9] pour les notions de
densité lisse et de fonction généralisée).
Etant donné un caractère χ de G (i.e. un homomorphisme continu de G dans le groupe mul-
tiplicatif C×), on dit que Θ est χ -semi-invariante si elle vérifie Θx = χ(x)Θ, pour tout x ∈ G.
Si χ est le caractère trivial, on dit simplement que Θ est G-invariante.
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défini sur k dont l’ensemble des points rationnels est noté Gk , G un groupe localement compact
et F un sous-groupe central fini de G tel que G/F soit un sous-groupe d’indice fini, Zariski
dense, de Gk , et la projection canonique pG de G dans Gk soit continue.
Soit Uk un sous-groupe unipotent de Gk . Puisque Uk n’a pas de sous-groupe propre d’indice
fini, il est contenu dans G/F . D’après [2, Lemme II.11] G contient un unique sous-groupe fermé
U isomorphe à Uk par pG. Lorsque le sous-groupe Uk est le radical unipotent uGk de Gk , le
sous-groupe correspondant de G est noté uG et est appelé le radical unipotent de G. Si X est
un élément nilpotent de g alors exp(X) est un élément unipotent de Gk et l’ensemble Uk,X =
{exp(tX), t ∈ k} est un sous-groupe unipotent de Gk . Notant UX le sous-groupe correspondant
dans G, les éléments de UX sont dits unipotents. Un élément de G est dit semi-simple si son
image par pG est semi-simple. Chaque élément x de G s’écrit de manière unique :
x = xs.xu = xu.xs, (2.2)
où xs est semi-simple appelé partie semi-simple de x et xu est unipotent appelé partie unipotente
de x. La décomposition (2.2) s’appelle la décomposition de Jordan de x.
Comme G/F est d’indice fini dans Gk , il est ouvert dans Gk . Comme pG est un homéo-
morphisme local, on peut munir G d’une structure de groupe de Lie k-analytique de telle sorte
que pG soit un difféomorphisme local. Les groupes de Lie G et Gk ont même algèbre de Lie g.
Soit R un k-facteur réductif de G dont Rk est l’ensemble des points rationnels. Alors G est pro-
duit semi-direct de R = p−1G (Rk) et de uG. Le sous-groupe R est appelé facteur réductif de G.
Si R/F est abélien (ceci est équivalent à G/(F. uG) est abélien), on dit que G est un groupe
résoluble presque connexe.
Sauf mention explicite du contraire le groupe G opère sur lui-même par automorphismes
intérieurs, sur g par l’action adjointe, et sur g∗ par l’action coadjointe. Si X ∈ g, l ∈ g∗, et x ∈ G,
on note simplement x.X = Adx.X, x.l = Ad∗x.l, et g(x) (resp. g∗(x)) l’ensemble des points
fixes de x dans g (resp. g∗).
2.7. On reprend les notations du paragraphe 2.6. Si g ∈ g∗, on note βg la forme bilinéaire sur
g définie par :
βg(X,Y ) =
〈
g, [X,Y ]〉, pour tout X,Y ∈ g,
et g(g) le noyau de βg de telle sorte que l’espace quotient g/g(g) est muni naturellement d’une
forme symplectique, notée aussi βg . On rappelle qu’une polarisation en g est une sous-algèbre
de g qui est également un sous-espace isotrope maximal de g pour βg . Une sous-algèbre b de g
est dite co-isotrope par rapport à g si bg ⊂ b, où bg est l’orthogonal de b par rapport à βg .
Si Ω ⊂ g∗ est une G-orbite, on désigne par dμΩ la mesure de Liouville sur Ω (voir [10,
Paragraphe 11]).
2.8. Soit G un groupe localement compact et π une représentation unitaire de G agissant
dans un espace de Hilbert H. Si ϕ ∈ Cc(G) et dGx est une mesure de Haar sur G, on définit
l’opérateur π(ϕdGx) =
∫
G
ϕ(x)π(x)dGx dans H par :
〈
π(ϕdGx)v,w
〉= ∫
G
ϕ(x)
〈
π(x)v,w
〉
dGx, v,w ∈ H,
où 〈,〉 désigne le produit scalaire dans H.
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sentation unitaire de H agissant dans un espace de Hilbert H. On note IndGHπ la représentation
induite que l’on réalise dans l’espace des fonctions ϕ sur G à valeurs dans H mesurables telles
que
ϕ(xy) = H,G(y) 12 π
(
y−1
)
ϕ(x), pour x ∈ G, y ∈ H et
∫
G/H
∥∥ϕ(x)∥∥2H dG/H x˙ < ∞.
Le groupe G agit unitairement sur cet espace par translations à gauche.
3. Voisinages semi-simples, fonctions généralisées
3.1. Soit (G,F,G) un groupe presque algébrique résoluble presque connexe d’algèbre de
Lie g. Soit T un k-facteur réductif de G d’algèbre de Lie t et T = p−1G (Tk). On rappelle qu’un
ouvert W de G est dit G-semi-simple s’il est invariant par l’action de conjugaison et si, pour
tout x ∈ G, on a x ∈ W si, et seulement si xs ∈ W ; et qu’un ouvert V de g est dit G-semi-simple
s’il est invariant par l’action adjointe de G, et si, pour tout X ∈ g, on a X ∈ V si, et seulement si
Xs ∈ V , où Xs est la partie semi-simple de X.
On choisit désormais une réalisation de G comme un sous-groupe algébrique de GLm(k¯),
défini sur k, et donc g comme une sous-algèbre de Lie de glm(k). On pose, pour X ∈ glm(k),
ρ(X) = sup
λ∈spec(X)
|λ|k¯ ,
où spec(X) désigne l’ensemble des valeurs propres de X dans k¯m. Pour ε > 0, on pose
gε =
{
X ∈ g, ρ(X) ε}, Gεk = {x ∈ Gk, ρ(x − 1) ε}.
Les ouverts Gεk (resp. gε), ε > 0, forment une base de voisinages Gk-semi-simples de 1 (resp. 0)
dans Gk (resp. g) et gε = tε + ug. De plus, d’après [11], il existe 0 < aG < 1 vérifiant :
– si 0 < ε < aG, l’application exponentielle est bien définie sur gε . On pose Gk,ε = exp(gε)
et Tk,ε = exp(tε). Alors, Gk,ε = Tk,ε uGk et est un sous-groupe normal de Gk . La loi dans
Gk,ε est donnée par la formule de Campbell Hausdorff. L’application exp : gε −→ Gk,ε est
un difféomorphisme dont l’inverse est l’application logarithme log. Si X ∈ gε et x ∈ Gk,ε ,
on a :
exp
(
yXy−1
)= y exp(X)y−1, log(yxy−1)= y log(x)y−1, ∀y ∈ Gk.
– Gk,ε ⊂ G/F .
– Posons :
nF = |F |, Gε =
{
x2nF , x ∈ p−1G (Gk,ε)
}
, Tε =
{
x2nF , x ∈ p−1G (Tk,ε)
}
.
Alors, Gε = Tε uG et est un sous-groupe normal de G, voisinage G-semi-simple de 1
dans G.
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note ainsi qG l’application inverse. On définit une application exponentielle par :
expG = qG ◦ exp : gε|2nF |p −→ Gε.
Soit dGx une mesure de Haar sur G et dgX une mesure de Haar sur g. On dit que ces deux
mesures sont tangentes si dG expGX = dgX, X ∈ gε|2nF |p .
3.2. Soit s un élément semi-simple de G. Désignons par λ1, . . . , λl (resp. ν1, . . . , νl′ ) les
valeurs propres distinctes de pG(s) dans k¯ m (resp. de Ads dans gk¯ = k¯ ⊗k g). On définit les
nombres a′g(s) et aG(s) que l’on note simplement a′(s) et a(s) lorsque aucune confusion n’est
possible, en posant,
a′(s) = inf
νi =1
{|νi − 1|k¯ , ∣∣ν−1i − 1∣∣k¯ , aG}, a(s) = infi =j{∣∣λiλ−1j − 1∣∣k¯ , aG}.
On voit que a(s) a′(s), a(1) = aG, et que si Ads = Idg, a′(s) = aG.
Soit 0 < ε(s) < a′(s). On pose
G(s)ε(s) =
{
y2nF , y ∈ p−1G
(
Gk
(
pG(s)
)
ε(s)
)}
.
Alors, G(s)ε(s) est un ouvert G(s)-semi-simple de G(s) et on a G(s)ε(s) = Gε(s) ∩ G(s). On
considère l’application analytique
Ψ : G×G(s)ε(s) −→ G, (x, y) −→ xsyx−1.
L’epace tangent en un point (x, y) ∈ G×G(s)ε(s) s’identifie à g × g(s) par translation à gauche
par (x, y). De même on identifie l’espace tangent à G en xsyx−1 à g par translation à gauche par
xsyx−1. Alors la différentielle de Ψ en (x, y) est donnée par :
D(x,y)Ψ (X,Y ) = Adx.
(
Y + (Ad(sy)−1 − 1).X), pour tout X ∈ g, Y ∈ g(s).
On note gs = (1 − s).g. On a, |det(Ad(sy)−1 − 1)gs |p = |det(Ads−1 − 1)gs |p = 0, pour tout
y ∈ G(s)ε(s). Il en résulte que Ψ est une submersion. Si bien que son image W(s, ε(s)) est un
ouvert G-semi-simple de G (lorsqu’il est nécessaire de préciser le groupe G, l’ouvert W(s, ε(s))
sera noté WG(s, ε(s))). De plus, si ε(s) < a(s), Ψ induit un difféomorphisme Ψ¯ de l’ouvert
G ×G(s) G(s)ε(s) du fibré vectoriel G ×G(s) G(s) sur W(s, ε(s)). La famille {W(s, ε)}0<ε<a(s)
est une base de voisinages G-semi-simples de s dans G et on a :
G =
⋃
s
W(s, ε(s)),
où la réunion est prise sur un système de représentants des G-orbites semi-simples de G.
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Haar dGx (resp. dG(s)y) et G/G(s) de la mesure quotient dG/G(s)x˙. On a le résultat suivant :
Théorème 3.3.1. Soit χ un caractère de G. Soit 0 < ε(s) < a′(s) tel que Ψ¯ soit un difféo-
morphisme. Soit Θ une fonction généralisée χ -semi-invariante sur W(s, ε(s)). Alors, il existe
une unique fonction généralisée θs , χ|G(s)-semi-invariante sur G(s)ε(s) telle que, pour tout
ϕ ∈ C∞c (W(s, ε(s))), on ait∫
W(s,ε(s))
Θ(x)ϕ(x) dGx
=
∫
G/G(s)
χ(x)G(x)
−1
×
{ ∫
G(s)ε(s)
θs(y)ϕ
(
xsyx−1
)∣∣det(Ad(sy)−1 − 1)
gs
∣∣
p
dG(s)y
}
dG/G(s)x˙. (3.1)
Réciproquement : si θs est une fonction généralisée χ|G(s)-semi-invariante sur G(s)ε(s), la for-
mule (3.1) définit une fonction généralisée Θ , χ -semi-invariante sur l’ouvert W(s, ε(s)).
Le théorème ci-dessus a été démontré dans [9, Théorèmes 17.1 et 17.2] dans le cas où Θ
est une fonction généralisée G-invariante, la démonstration s’étend sans difficulté au cas semi-
invariant.
4. Soit (G,F,G) un groupe presque algébrique résoluble presque connexe d’algèbre de
Lie g.
4.1. Soient g une forme linéaire sur g et rg un facteur réductif de g(g). La forme linéaire g
est dite de type unipotent si rg est contenu dans kerg. Etant donné que les facteurs réductifs de
g(g) sont conjugués par G(g), g est de type unipotent si et seulement si elle s’annule sur chaque
facteur réductif de g(g). L’application qui à g ∈ g∗ associe g| ug induit une bijection entre l’en-
semble des G-orbites de type unipotent dans g∗ et l’ensemble des G-orbites dans ( ug)∗. On note
L(g) l’ensemble des formes linéaires sur g(g) dont la restriction à ug(g) est égale à celle de g.
L’application restriction de (g(g))∗ à r∗g est une bijection de L(g) sur r∗g . On note D l’ensemble
des couples (g,λ) où g est de type unipotent et λ ∈ L(g). Le groupe G opère naturellement
sur D. Si (g,λ) ∈ D et b est une sous-algèbre de type fortement unipotent relativement à g (i.e.
b est co-isotrope par rapport à g, algébrique, et b = g(g)+ ub), on considère une forme linéaire
f sur g vérifiant
f| ub = g| ub et f|g(g) = λ. (4.1)
Le résultat suivant est dû à M. Duflo [2].
Proposition 4.1.1. Les notations sont celles ci-dessus.
(1) L’orbite G.f de f sous l’action de G ne dépend pas des choix de b et f . On la note Og,λ.
(2) L’application : G \ D −→ G \ g∗, (g,λ) −→ Og,λ, est bijective.
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algèbre de type fortement unipotent relativement à g. Soit λ ∈ L(g) et f ∈ g∗ tel que
f| ug = g| ug et f|g(g) = λ.
Alors, on a, pour tout x ∈ G,
x.f = f − g + x.g.
Il s’ensuit que G(f ) = G(g) et que Og,λ = (f − g) + Og , c’est-à-dire Og,λ est le translaté de
Og par (f −g). Posons Bg = G(g) uG. Alors Bg est un groupe presque algébrique, d’algèbre de
Lie bg . De plus, Bg est un sous-groupe invariant de G. On désigne par b la restriction de g à bg .
Alors, Ob,λ est l’orbite de f|bg sous l’action de Bg . Soit dGx, dBgy des mesures de Haar sur G
et Bg respectivement et dgX, dbgY les mesures de Haar tangentes sur g et bg . On munit G/Bg
de la mesure de Haar quotient dG/Bg x˙ = dGx/dBgy et b⊥g de la mesure de Haar db⊥g t duale de la
mesure de Haar dg/bg X˙ sur g/bg .
Proposition 4.2.1. Avec les notations ci-dessus on a, pour toute fonction ϕ intégrable ou mesu-
rable positive sur Og,λ,∫
Og,λ
ϕ(l) dμOg,λ(l) =
∫
G/Bg
∫
Ob,λ
∫
b⊥g
ϕ
(
x.(w˜ + t))db⊥g t dμOb,λ(w)dG/Bg x˙,
où w˜ est un élément quelconque de g∗ dont la restriction à bg est w.
5. Construction d’opérateurs semi-invariants
5.1. Soit G un groupe localement compact et π une représentation unitaire de G dans un
espace de Hilbert H. Soit également χ un homomorphisme continu de G dans C× et T un
opérateur fermé, à domaine dense, dans H. On dit que T est semi-invariant de poids χ pour la
représentation π si, pour tout x ∈ G, on a :
π(x)T ⊂ χ(x)T π(x).
Si π est irréductible alors deux semi-invariants de même poids pour π sont proportionnels [3,
Théorème 1].
Soit (π,H) et (π ′,H′) deux représentations unitaires irréductibles équivalentes et soit
I : H −→ H′ un opérateur d’entrelacement entre π et π ′. Alors l’application T −→ I ◦ T ◦ I−1
induit une bijection canonique de l’ensemble des opérateurs fermés, à domaine dense, dans H
sur celui dans H′, qui conserve la semi-invariance de poids donné. Ainsi, si π ∈ Ĝ, on parle de
l’ensemble des opérateurs semi-invariants de poids donné pour π .
5.2. Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G, et χ un mor-
phisme continu de G dans C× trivial sur H . Soit ψ une fonction sur G semi-invariante de
poids χ :
ψ
(
x−1.y
)= χ(x)ψ(y), x, y ∈ G.
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considère la représentation induite IndGH π . Alors la formule suivante :(
T
ψ
H,πϕ
)
(x) = ψ(x)ϕ(x), x ∈ G, (5.1)
où ϕ est un élément de l’espace de IndGH π , définit un opérateur fermé, à domaine dense, semi-
invariant de poids χ pour la représentation IndGH π .
6. Paramétrisation de ̂G
Dans cette section, nous rappelons la méthode des orbites de Kirillov–Duflo pour la construc-
tion des représentations unitaires irréductibles d’un groupe presque algébrique résoluble.
6.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k muni d’une forme bilinéaire al-
ternée B . Soit H un groupe opérant dans V par des automorphismes fixant B . On note V ⊥
le noyau de B . Alors, B induit sur V/V ⊥ une structure symplectique invariante sous l’ac-
tion de H , notée encore B . Si V = V ⊥, le groupe métaplectique Mp(V/V ⊥) est bien défini
(voir [10, Paragraphe 24]). Si V = V ⊥, on pose Mp(V/V ⊥) = {±1}. On note HV l’en-
semble des couples (x,φ), où x ∈ H et φ est une fonction sur les lagrangiens de V/V ⊥,
tels que, notant x¯ l’image de x dans Sp(V/V ⊥), on ait (x¯, φ) ∈ Mp(V/V ⊥). L’application
γH,V : HV −→ H × Mp(V/V ⊥), (x,φ) −→ (x, (x¯, φ)) est un morphisme de groupes injec-
tif. On identifie HV avec son image dans H ×Mp(V/V ⊥) par γH,V .
Soit W un sous-espace H -invariant de V tel que son orthogonal par rapport à B dans V
soit contenu dans W + V ⊥. Les groupes HV et HW sont bien définis. Si m est un sous-espace
isotrope de dimension maximale dans W alors m+V ⊥ est isotrope maximal dans V . Le résultat
suivant est dû à M. Duflo [2, Lemme 2.8].
Lemme 6.1.1.
(1) Soient (x,φ) dans HV et (x,ψ) dans HW . Le nombre φ(m + V ⊥)ψ(m)−1 ne dépend pas
du choix du lagrangien m de W . On le note φψ−1.
(2) Soient (x,φ), (x′, φ′) des éléments de HV et (x,ψ), (x′,ψ ′) des éléments de HW .
On pose (x,φ)(x′, φ′) = (xx′, φ′′) et (x,ψ)(x′,ψ ′) = (xx′,ψ ′′). On a : φ′′ψ ′′−1 =
(φψ−1).(φ′ψ ′−1).
6.2. Soit (G,F,G) un groupe presque algébrique résoluble presque connexe d’algèbre de
Lie g. Soit g ∈ g∗ et βg la forme bilinéaire alternée sur g associée à g. Alors, βg est fixée par
G(g). Si bien que l’extension métaplectique (G(g))g de G(g) correspondant à son action sur
(g, βg) est bien définie. On note (1,−1) l’élément non trivial du noyau de cette extension. On
désigne par χg le caractère de uG(g), défini par :
χg
(
exp(X)
)= ς(〈g,X〉), X ∈ ug(g),
et par YG(g) l’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles τ de
(G(g))g dont la restriction à uG(g) est multiple de χg , et telles que τ(1,−1) = − Id. Si Rg un
facteur réductif de G(g) alors Rgg , son image réciproque dans (G(g))g, est un facteur réductif
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irréductibles τ de Rgg telles que τ(1,−1) = −Id.
Soit x ∈ G. L’application αx : g/g(g) −→ g/g(x.g), X + g(g) −→ x.X + g(x.g) est un iso-
morphisme d’espaces symplectiques. Soit α˜x l’isomorphisme de Sp(g/g(g)) sur Sp(g/g(x.g))
défini par α˜x(y) = αxyα−1x . Alors, α˜x se relève de manière unique en un isomorphisme
de Mp(g/g(g)) sur Mp(g/g(x.g)), noté encore α˜x . L’application (G(g))g −→ (G(x.g))g,
(y,m) −→ (xyx−1, α˜x(m)) est un isomorphisme de groupes, noté aussi x. Si τ ∈ YG(g), on
pose τ x = τ ◦ x−1.
Désignons par YG l’ensemble des couples (g, τ ), où g est de type unipotent et τ ∈ YG(g). Le
groupe G opère dans YG par la formule x.(g, τ ) = (x.g, τ x).
6.3. Soient g ∈ g∗ de type unipotent et τ ∈ YG(g). Pour alléger les notations, on pose u = ug,
U = uG et u = g|u. Le groupe G(g) opère dans u et fixe la forme linéaire u. Donc le revête-
ment métaplectique (G(g))u est bien défini. Si (x,ϕ) et (x,ψ) sont des éléments de (G(g))g et
(G(g))u respectivement, on considère le scalaire ϕψ−1 donné par le lemme 6.1.1. On pose :
τ˜ (x,ψ) = ϕψ−1τ(x,ϕ). (6.1)
Alors, τ˜ (x,ψ) ne dépend pas du choix de (x,ϕ), de plus, la formule (6.1) définit une représen-
tation de (G(g))u.
Maintenant, on choisit une polarisation l en u et on note L = exp(l) le sous-groupe unipotent
de U d’algèbre de Lie l. On définit un caractère χu,l de L, en posant :
χu,l(expX) = ς
(〈u,X〉), X ∈ l.
On considère ainsi la représentation induite πu,l := IndULχu,l réalisée dans l’espace de Hilbert Hl
défini au numéro 2.9 ; c’est une représentation unitaire irréductible de U et sa classe ne dépend
pas de l, on la note πu.
Si l et l′ sont des polarisations en u, on note Fl′,l l’opérateur d’entrelacement unitaire ca-
nonique de Hl dans Hl′ . Il est défini par la propriété suivante : il existe une mesure dy˙, L′-
invariante, sur L′/L ∩ L′ telle que, pour tout α ∈ Hl, continu à support compact modulo L, on
ait
Fl′,lα(x) =
∫
L′/L∩L′
α(xy)χu,l′(y) dy˙, x ∈ U.
Pour (x,ψ) ∈ (G(g))u, on désigne par Su(x,ψ) l’opérateur de Lion et Perrin [8] : si A(x) est
l’opérateur de Hl dans Hx.l défini par la formule A(x)α(y) = α(x−1yx), α ∈ Hl, y ∈ U , on a :
Su(x,ψ) = ψ(l) 1‖A(x)‖Fl,x.l ◦A(x).
On pose Bg = G(g) uG. Alors Bg est un groupe presque algébrique d’algèbre de Lie bg =
g(g) + ug. On note b = g|bg . On définit une représentation πb,τ˜ := τ˜ ⊗ Suπu du groupe Bg ,
en posant,
πb,τ˜ (xy) = τ˜ (xˆ)⊗ Su(xˆ)πu(y), y ∈ U, x ∈ G(g), (6.2)
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πg,τ = IndGBgπb,τ˜ . (6.3)
Le résultat suivant est dû à M. Duflo [2].
Théorème 6.3.1. (i) Soient g ∈ g∗ de type unipotent et τ un élément de YG(g). Alors πg,τ est
unitaire irréductible de G.
(ii) L’application (g, τ ) −→ πg,τ induit une bijection de G \ YG sur Ĝ.
6.4. Existence des formes linéaires associées à τ
Soit g ∈ g∗ de type unipotent et Rg un facteur réductif de G(g) d’algèbre de Lie rg . Soit
également 0 < ε < aG. Alors, on a :
– R
g
g,ε = expRgg (rg,ε|2nF |p ) est un sous-groupe compact ouvert, central, de R
g
g ;
– l’application : rg,ε|2nF |p −→ Rgg,ε , X −→ expRgg (X), est un isomorphisme de groupes.
On se donne τ ∈ YG(g). En appliquant le lemme de Schur, on déduit qu’il existe une forme
linéaire λτ sur rg vérifiant
τ
(
expRgg (X)
)= ς(〈λτ ,X〉) Id, pour tout X ∈ rg,ε|2nF |p . (6.4)
On prolonge λτ par g| ug(g) sur ug(g) de telle sorte que l’on a λτ ∈ L(g).
Dans la suite de ce numéro, on suppose que la caractéristique résiduelle de k est diffé-
rente de 2. On désigne par Rug l’image réciproque de Rg dans (G(g))u. Alors Rug,ε est aussi
un sous-groupe compact ouvert et central de Rug et l’application X ∈ rg,ε|nF |p −→ expRug (X)
est un isomorphisme de groupes. Pour X ∈ rg,ε|nF |p , si on pose expRug (X) = (xX,ψX) et
expRgg (X) = (x′X,ϕX) alors on a xX = x′X . Il résulte du lemme 6.1.1 que l’application X ∈
rg,ε|nF |p −→ ϕXψ−1X est un homomorphisme de groupes de rg,ε|nF |p dans le groupe des racines
huitième de l’unité. Mais 8rg,ε|nF |p = rg,ε|nF |p donc ϕXψ−1X = 1, pour tout X ∈ rg,ε|nF |p . Soit τ˜
la représentation unitaire irréductible de Rug associée à τ par la formule (6.1). Alors, pour tout
X ∈ rg,ε|nF |p , on a :
τ˜
(
expRug (X)
)= ς(〈λτ ,X〉) Id .
6.5. Définition de la fonction φg,τ,s
Soient g ∈ g∗ de type unipotent, τ ∈ YG(g), et 0 < ε < aG. On choisit λτ ∈ L(g) associé
à τ comme expliqué dans le paragraphe 6.4. Soit f ∈ g∗ tel que f| ug = g| ug et f|g(g) = λτ . On
a alors Og,λτ = G.f . On se donne un élément semi-simple s de G. On désigne par Og,λτ ,s =
Og,λτ ∩ g∗(s), l’ensemble des points fixes de s dans Og,λτ . Lorsqu’il n’est pas vide, Og,λτ ,s est
une sous-variété localement fermée de g∗(s), réunion d’un nombre fini de G(s)-orbites. On défi-
nit une fonction φg,τ,s sur Og,λτ ,s de la façon suivante : soit l ∈ Og,λτ ,s . D’après [10, Lemme 27],
l’espace symplectique ((1 −Ads)(g/g(l)), βl) se décompose en somme directe, orthogonale par
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lagrangien 1 stable par s et W2 est un sous-espace symplectique s-invariant, possédant un la-
grangien 2 tel que (s.2)∩ 2 = 0. On définit une forme quadratique Qs,2 sur 2, en posant,
Qs,2(v) =
〈
l,
[
v,
(
s−1 − 1)−1.v]〉, pour tout v ∈ 2.
On note γ (Qs,2) le nombre complexe de module 1 vérifiant l’assertion suivante :∫
2
∫
2
ϕ(v −w)ς
(
1
2
Qs,2(w)
)
d2wd2v = cQs,2 γ (Qs,2)
∫
2
ϕ(v)d2v, ϕ ∈ C∞c (2),
où d2v est une mesure de Haar sur 2 et cQs,2 est une constante strictement positive. La valeur
de la fonction φg,τ,s en l est donnée par :
φg,τ,s(l) = Tr
(
τx(s, η)
)
η(0 + 1 + 2)γ (Qs,2)
∣∣det(1 − s−1)
(1−s)g/g(l)
∣∣− 12
p
, (6.5)
où x ∈ G est tel que l = x.f , (s, η) est un élément de (G(l))g représentant s, et 0 est un
lagrangien de (g/g(l))(s). La fonction φg,τ,s est G(s)-invariante. Remarquons que si s est central
dans G alors la fonction φg,τ,s est constante sur l’orbite co-adjointe Og,λτ . Remarquons aussi que
l’on a
φx.g,τx ,s = φg,τ,s , pour tout x ∈ G. (6.6)
On note r : g∗ −→ b∗g , l’application restriction, et b = r(g). On a le résultat suivant.
Proposition 6.5.1. On suppose que s ∈ Bg . Soient x ∈ G et l ∈ Og,λτ ,xsx−1 tels que r(l) ∈ Ob,λτ .
Alors, on a :
φg,τ,s
(
x−1.l
)= φb,τ˜ ,xsx−1(r(l)). (6.7)
Démonstration. Posons s′ = xsx−1 ∈ Bg . Par transport de structure, on a :
φg,τ,s
(
x−1.l
)= φx.g,τx ,s′(l).
Puisque bg est de type fortement unipotent relativement à l, on a Bg(r(l)).l = l + b⊥g . Comme
r(l) ∈ Ob,λτ , on déduit qu’il existe y ∈ Bg tel que l = y.f . Maintenant, soit V un supplémen-
taire s′-invariant de bg(r(l))/g(l) dans bg/g(l). Alors V est un sous-espace symplectique de
(g/g(l), βl) et l’application αV : V −→ bg/bg(r(l)), X + g(l) −→ X + bg(r(l)), est un iso-
morphisme s′-équivariant. Décomposons (1 − s′).V en somme directe orthogonale par rapport
à βl en W1 ⊕ W2 où W1 est un sous-espace symplectique s′-invariant, possédant un lagrangien
1 = s′.1 et W2 est un sous-espace symplectique s′-invariant, possédant un lagrangien 2 tel
que (s′.2) ∩ 2 = 0. D’autre part, écrivons g/g(l) = V ⊕ V ⊥, où V ⊥ est l’orthogonal de V
dans g/g(l) par rapport à βl . Alors V ⊥ est un sous-espace symplectique de g/g(l), s′-invariant
et on vérifie que bg(r(l))/g(l) est un lagrangien s′-invariant de V ⊥. Maintenant, la formule (6.1)
donne
ψ
(
αV (0 + 1 + 2)
)
τ˜ y
(
s′,ψ
)= ϕ(0 + 1 + 2 + bg(r(l))/g(l))τy(s′, ϕ), (6.8)
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s′-invariante, par βl . Comme G est presque connexe, l’action adjoint de s′ dans g/bg (resp.
bg(r(l))/g(l)) est triviale. Si bien que l’on a :
∣∣det(1 − s′−1)
(1−s′)g/g(l)
∣∣ 12
p
= ∣∣det(1 − s′−1)
(1−s′)bg/bg(r(l))
∣∣ 12
p
.
On en déduit que l’on a :
φg,τ,s′(l) = φb,τ˜ ,s′
(
r(l)
)
.
D’où le résultat voulu. 
7. La formule du caractère : énoncé du résultat
Soit (G,F,G) un groupe presque algébrique résoluble presque connexe d’algèbre de Lie g
et 0 < ε < aG. Soit (g, τ ) ∈ YG, πg,τ la représentation unitaire irréductible de G donnée par la
formule (6.3), et λτ ∈ L(g) associé à τ . Soit également χ un caractère de G à valeurs dans R×+,
trivial sur G(g) uG, et ψ une fonction réelle positive semi-invariante de poids χ sur Og,λτ :
ψ
(
x−1.l
)= χ(x)ψ(l), x ∈ G, l ∈ Og,λτ .
On fixe f ∈ g∗ tel que f| ug = g| ug et f|g(g) = λτ et on désigne par ψ˜ la fonction sur G définie
par ψ˜(x) = ψ(x.f ), pour tout x ∈ G. Alors ψ˜ est une fonction sur G semi-invariante de poids χ .
On considère ainsi l’opérateur fermé T ψg,τ semi-invariant de poids χ pour πg,τ associé à ψ˜ , défini
par la formule (5.1). Remarquons que, puisque ψ˜ est réelle, cet opérateur est self-adjoint.
On dit que la représentation πg,τ est ψ -admissible, si pour tout ϕ ∈ C∞c (G), la fermeture,
notée de même, de l’opérateur T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T ψg,τ est à trace. Si tel est le cas alors la formule
Θg,τ,ψ(ϕdGx) = Tr
(
T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T
ψ
g,τ
)
définit une fonction généralisée χ2-semi-invariante sur G.
On dit également que la mesure de Liouville dμOg,λτ sur l’orbite co-adjointe Og,λτ est ψ -
admissible si ψ2dμOg,λτ est une mesure de Radon sur g
∗
.
Soit s ∈ G un élément semi-simple. Lorsque Og,λτ ,s = ∅, c’est une réunion finie de G(s)-
orbites et elle supporte une mesure positive canonique dμOg,λτ ,s , celle dont la restriction à chaque
G(s)-orbite qu’elle contient est la mesure de Liouville. Si Og,λτ ,s = ∅, on convient de prendre
dμOg,λτ ,s la mesure nulle sur g(s)
∗
. On suppose désormais que la caractéristique résiduelle de k
est différente de 2. On note a′′G(s) le nombre réel strictement positif du paragraphe 8.3 de [11].
Le résultat principal de cette partie est le théorème suivant :
Théorème 7.0.1. (i) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) la représentation πg,τ est ψ -admissible,
(2) la mesure de Liouville dμO est ψ -admissible.g,λτ
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sure dμOg,λτ ,s est également ψ -admissible. Soit 0 < ε(s) < inf{ε, a′g(s), a′′G(s)} tel que Ψ¯ :
G×G(s) G(s)ε(s) −→ W(s, ε(s)) soit un difféomorphisme. Alors la fonction généralisée Θsg,τ,ψ ,
restriction de Θg,τ,ψ à G(s)ε(s), est donnée par :
Θsg,τ,ψ (ϕdG(s)y) =
∫
Og,λτ ,s
(ϕ ◦ expG(s) dg(s)Y )̂ g(s) (l)φg,τ,s(l)ψ2(l) dμOg,λτ ,s (l), (7.1)
pour tout ϕ ∈ C∞c (G(s)ε(s)), dG(s)y étant une mesure de Haar sur G(s) et dg(s)Y la mesure de
Haar sur g(s) tangente à dG(s)y.
Lorsque ψ est la fonction constante égale à 1, l’assertion (i) du théorème est une condition
nécessaire et suffisante pour que πg,τ soit admissible. Comme application du théorème ci-dessus,
nous donnons, dans la deuxième partie du présent travail, une démonstration de la formule de
Plancherel pour G.
8. Démonstration du Théorème 7.0.1
On reprend les notations du paragraphe 6.3. On fixe une mesure de Haar dGx (resp. dBgx)
sur G (resp. Bg). Soient dgX (resp. dbgX) la mesure de Haar tangente sur g (resp. bg) et
dG/Bg x˙ (resp. dg/bg X˙) la mesure de Haar quotient sur G/Bg (resp. g/bg). Soit ϕ ∈ C∞c (G).
Alors, T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T ψg,τ est un opérateur à noyau continu Kϕ(x, y) donné par :
Kϕ(x, y) = ψ(f )2χ(xy)−1G(y)−1
∫
Bg
ϕ
(
xzy−1
)
πb,τ˜ (z) dBgz, x, y ∈ G. (8.1)
8.1. Démonstration de l’assertion (i) du Théorème 7.0.1
On suppose que la mesure de Liouville dμOg,λτ portée par Og,λτ est ψ -admissible. Soit ϕ ∈
C∞c (Gε). Si x ∈ G, on note ϕxBg la fonction sur Bg définie par
ϕxBg (z) = ϕ
(
xzx−1
)
, z ∈ Bg. (8.2)
Comme Gε ∩Bg = Bg,ε est G-invariant, pour tout x ∈ G, on a ϕxBg ∈ C∞c (Bg,ε) et
Kϕ(x, x) = ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1πb,τ˜
(
ϕxBgdBgz
)
.
Etant donné que l’orbite co-adjointe Ob,λτ est fermée dans b∗g , d’après [11, Théorème 8.4.1],
l’opérateur Kϕ(x, x) est à trace et on a :
Tr
(
Kϕ(x, x)
)= ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1 dim τ ∫
Ob,λτ
(
ϕxBg ◦ expBg dbgY
)̂
bg (l) dμOb,λτ (l).
En utilisant la formule (2.1), on obtient :
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(
Kϕ(x, x)
)
= ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1 dim τ
∫
Ob,λτ
∫
b⊥g
(
ϕx ◦ expG dgY
)̂
g (l˜ + λ)db⊥g λ dμOb,λτ (l)
= dim τ
∫
Ob,λτ
∫
b⊥g
(ϕ ◦ expG dgY )̂ g
(
x.(l˜ + λ))ψ(x.(l˜ + λ))2 db⊥g λ dμOb,λτ (l),
où db⊥g λ est la mesure de Haar sur b
⊥
g duale de la mesure de Haar dg/bg X˙ sur g/bg et l˜ est un
élément de g∗ dont la restriction à bg est l. En appliquant la proposition 4.2.1, on obtient :∫
G/Bg
Tr
(
Kϕ(x, x)
)
dG/Bg x˙ = dim τ
∫
Og,λτ
(ϕ ◦ expG dgY )̂ g (l)ψ(l)2 dμOg,λτ (l), (8.3)
les deux intégrales étant, bien évidemment, absolument convergentes.
Lorsque ϕ = 1
mes(K)
1K , où K est un sous-groupe compact ouvert de G contenu dans Gε ,
l’opérateur T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T ψg,τ est positif. Alors, la convergence des intégrales (8.3) montre que
l’opérateur T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T ψg,τ = T ψg,τ (πg,τ (ϕdGx))∗πg,τ (ϕdGx)T ψg,τ est à trace. On en déduit
que πg,τ (ϕdGx)T ψg,τ est un opérateur de Hilbert–Schmidt.
Soit ϕ ∈ C∞c (G). Alors, il existe un sous-groupe compact ouvert K de G et contenu dans Gε
tel que ϕ = 1
(mes(K))2
1K ∗ ϕ ∗ 1K . On a :
T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T
ψ
g,τ = T ψg,τπg,τ
(
1
mes(K)
1KdGx
)
πg,τ (ϕdGx)πg,τ
(
1
mes(K)
1KdGx
)
T ψg,τ .
Il résulte de ce qui précède que T ψg,τπg,τ (ϕdGx)T ψg,τ est à trace. Si bien que la représentation
πg,τ est ψ -admissible.
Inversement : On suppose que la représentation πg,τ est ψ -admissible. Soit ϕ ∈ C∞c (Gε). Il
résulte du théorème de Mercer que l’intégrale
∫
G/Bg
Tr(Kϕ(x, x)) dG/Bg x˙ est absolument conver-
gente et on peut écrire :
∫
G/Bg
Tr
(
Kϕ(x, x)
)
dG/Bg x˙ = dim τ
∫
G/Bg
{ ∫
Ob,λτ
{ ∫
b⊥g
(ϕ ◦ expG dgY )̂ g
(
x.(l˜ + λ))
×ψ(x.(l˜ + λ))2 db⊥g λ
}
dμOb,λτ (l)
}
dG/Bg x˙, (8.4)
les intégrales étant successivement absolument convergentes.
Soit k un réseau de g contenu dans gε|nF |p . Pour m ∈ N, on pose Km = expG(mk). Alors,
on a :
(1Km ◦ expG dgY )̂ g = mes
(
mk
)
1−mk⊥ ,
où k⊥ est le réseau dual de k relativement à ς .
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de l’intégrale ∫
Og,λτ
1−mk⊥(l)ψ(l)2dμOg,λτ (l) < +∞, pour tout m ∈ N.
Il en résulte que la mesure de Liouville dμOg,λτ sur Og,λτ est ψ -admissible.
8.2. Démonstration de l’assertion (ii) du Théorème 7.0.1
Dans ce paragraphe, on suppose de nouveau que la mesure de Liouville dμOg,λτ sur l’orbite
co-adjointe Og,λτ est ψ -admissible et on se donne s ∈ G semi-simple tel que la mesure dμOg,λτ ,s
est également ψ -admissible. Compte tenu des résultats du paragraphe précédent, la représenta-
tion πg,τ est ψ -admissible. Soit ϕ ∈ C∞c (W(s, ε(s))). En utilisant la formule (8.1) et le théorème
de Mercer, on a :
Θg,τ,ψ(ϕdGy) =
∫
G/Bg
ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1Θb,τ˜
(
ϕxBgdBgy
)
dG/Bg x˙, (8.5)
l’intégrale étant absolument convergente.
8.2.1. Dans ce numéro, on suppose que s /∈ Bg . Alors, d’une part, on a :
ϕxBg = 0, pour tout x ∈ G.
En effet, soient x ∈ G et z ∈ Bg tels que ϕxBg (z) = ϕ(xzx−1) = 0. Alors z ∈ W(s, ε(s))∩Bg = ∅.
Il s’ensuit qu’il existe y ∈ G(s)ε(s) tel que sy ∈ Bg . Écrivons y = ysyu, la décomposition de
Jordan de y. Alors sys , qui est la partie semi-simple de sy, appartient à Bg = G(g) uG. Par consé-
quent, il existe x0 ∈ uG tel que sys fixe x0.g. Compte tenu du choix de ε(s) (voir section 3.2)
l’élément s fixe x0.g. Ceci contredit notre hypothèse. Il en résulte que l’on a : Θb,τ˜ (ϕxBgdBgy) =
0, pour tout x ∈ G. Si bien que, en utilisant la formule (8.5), l’on a : Θg,τ,ψ(ϕdGy) = 0.
D’autre part, on a : Og,λτ ∩ g∗(s) = ∅. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait x ∈ G tel
que s ∈ G(x.f ) = xG(f )x−1 = xG(g)x−1 ⊂ Bg . Ceci contredit notre hypothèse. On en déduit
que le membre de droite de (7.1) est égal à 0. Le théorème 7.0.1 est donc démontré dans ce cas.
8.2.2. Dans ce paragraphe, on suppose que s ∈ Bg . Vu que la fonction généralisée Θg,τ,ψ
est χ2-semi-invariante sur G et que χ|uG = 1, on peut supposer que s ∈ Rg . Fixons un système
représentatif (x1 = 1, x2, . . . , xm) de Bg \G/G(s). Alors, on a :
G =
⊔
1im
BgxiG(s), G.s =
⊔
1im
Bg.si, (8.6)
où si = xisx−1i , i = 1, . . . ,m. De plus, on a, en posant ε(si) = ε(s),
WG
(
s, ε(s)
)∩Bg = ⊔ WBg (si , ε(si)).
1im
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ϕxBg
)
si
= 1WBg (si ,ε(si ))ϕxBg .
Alors, la formule (8.5) peut s’écrire :
Θg,τ,ψ (ϕdGy) =
∑
1im
Ixsi (ϕdGx), (8.7)
où
I xsi (ϕdGx) =
∫
G/Bg
ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1Θb,τ˜
((
ϕxBg
)
si
dBgy
)
dG/Bg x˙.
L’interversion des signes
∑
et
∫
seront justifiées ultérieurement.
8.2.3. Description de Og,λτ ,s
Rappelons que l’on a les décompositions suivantes :
g = g(s)⊕ gs , bg = bg(s)⊕ (bg)s, g∗ = g(s)∗ ⊕ g∗s et b∗g = bg(s)∗ ⊕ (bg)∗s ,
où gs = (1−s).g et (bg)s = (1−s).bg . Rappelons également que r est l’application de restriction
de g∗ sur b∗g . On désigne par rs l’application de restriction de g(s)∗ sur bg(s)∗. Alors, rs est la
restriction de r à g(s)∗. Si E est une partie de Ob,λτ ,s , on pose [E]s = G(s).r−1s (E). On a le
lemme suivant.
Lemme 8.2.1. On a :
– r−1(Ob,λτ ) = Bg.f ,
– r−1(Ob,λτ )∩ g(s)∗ = r−1s (Ob,λτ ∩ bg(s)∗),
– Og,λτ ,s =
⊔
1im x
−1
i .[Ob,λτ ∩ bg(si)∗]si .
De plus, chaque x−1i .[Ob,λτ ∩bg(si)∗]si est une partie ouverte de Og,λτ ,s , réunion finie de G(s)-
orbites. L’application ω −→ [ω]s induit une bijection de Bg(s) \ Ob,λτ ,s sur G(s) \ [Ob,λτ ,s]s .
Démonstration. La première égalité est une conséquence immédiate de ce que l’on a
Bg(r(l)).l = l + b⊥g , l ∈ Og,λτ , qui découle du fait que bg est de type fortement unipotent relati-
vement à tout élément de G.g. Maintenant, soit l ∈ Og,λτ ,s . Montrons que
Bg(s)
(
r(l)
)
.l = l + bg(s)⊥s , (8.8)
où ⊥s est l’orthogonal dans g(s)∗. On a :
Bg(s)
(
r(l)
)
.l ⊂ (l + b⊥g )∩ g(s)∗ = l + b⊥g ∩ g(s)∗ = l + bg(s)⊥s .
De plus, Bg(s)(r(l)).l est un fermé de Zariski de l + bg(s)⊥s , de dimension égale :
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(
r(l)
)− dimBg(s)(l) = dimbg(s)(r(l))− dimbg(s)(l) = dim(bg(r(l))/bg(l))(s)
∗= dim(g/bg)(s) = dimg(s)/bg(s) = dimbg(s)⊥s ,
l’égalité ∗= découle du fait que bg(l) = g(l). En utilisant ce qui précède, la deuxième égalité du
lemme résulte du fait que rs induit une surjection de r−1(Ob,λτ ) ∩ g(s)∗ sur Ob,λτ ∩ bg(s)∗. La
troisième assertion découle de la décomposition (8.6). L’avant dernière assertion du lemme est
triviale.
Démontrons maintenant la dernière assertion. Soit ω ∈ Bg(s) \ Ob,λτ ,s . Il résulte de la for-
mule (8.8) que r−1s (ω) est une Bg(s)-orbite. Soit ω′ ∈ Bg(s) \ Ob,λτ ,s telle que [ω]s = [ω′]s
et montrons que ω = ω′. Pour cela, on se donne l ∈ ω (resp. l′ ∈ ω′) et l1 ∈ r−1s ({l}) (resp.
l′1 ∈ r−1s ({l′})). Alors, il existe x ∈ G(s) tel que l′1 = x.l1. Cependant l1, l′1 ∈ r−1(Ob,λτ ) donc,
il existe y ∈ Bg tel que l′1 = y.l1. On en déduit que y−1x ∈ G(l1) = Bg(l1) ⊂ Bg . Si bien que
x ∈ G(s)∩Bg = Bg(s) et ω = ω′. 
8.2.4. Reprenons l’étude des intégrales I xsi (ϕdGx) introduites en 8.2.1. Comme Ob,λτ est
fermée, d’après [11, Théorème 8.4.1], on a, pour tout 1 i m,
Θb,τ˜
((
ϕxBg
)
si
dBgy
)= ∣∣det(1 − s−1i )(bg)si ∣∣p
∫
Bg/Bg(si )
Bg (y)
−1
×
{ ∫
Ob,λτ ,si
(
1(bg(si ))ε(si )|nF |p
(
ϕxBg
)y
si
(
si expBg(si )( . )
)
dbg(si )Y
)̂
bg(si )
(l)
× φb,τ˜ ,si (l) dμOb,λτ ,si (l)
}
dBg/Bg(si )y˙
où dbg(si )Y est une mesure de Haar sur bg(si) et dBg/Bg(si )y˙ est la mesure quotient sur Bg/Bg(si)
tangente à dbgX/dbg(si )Y , les intégrales étant successivement absolument convergentes.
Or, on a :
1(bg(si ))ε(si )|nF |p
(
ϕxBg
)y
si
(
si expBg(si )( . )
)= 1(bg(si ))ε(si )|nF |p ϕxy(si expBg(si )( . ))
= (1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕxy(si expG(si )( . )))bg(si ).
Il s’ensuit que, modulo la convergence absolue successives des intégrales, l’on a :
I xsi (ϕdGx) =
∣∣det(1 − s−1i )(bg)si ∣∣p
∫
G/Bg
ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1
{ ∫
Bg/Bg(si )
Bg (y)
−1
×
{ ∫
Ob,λτ ,si
(
1(bg(si ))ε(si )|nF |p ϕ
xy
(
si expBg(si )( . )
)
dbg(si )Y
)̂
bg(si )
(l)
× φb,τ˜ ,si (l) dμOb,λτ ,si (l)
}
dBg/Bg(si )y˙
}
dG/Bg x˙. (8.9)
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de dg(s)X par l’isomorphisme : g(s) −→ g(si), X −→ xi.X. Désignons par bg(si)⊥si l’orthogo-
nal de bg(si) dans (g(si))∗ et par dλ la mesure de Haar sur bg(si)⊥si duale de la mesure de Haar
dg(si )X/dbg(si )Y sur g(si)/bg(si). En utilisant la formule (2.1), on a :
(
1(bg(si ))ε(si )|nF |p ϕ
xy
(
si expBg(si )( . )
)
dbg(si )Y
)̂
bg(si )
(l)
=
∫
bg(si )
⊥si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
xy
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(l1 + λ)dλ,
où l1 est un élément de (g(si))∗ dont la restriction à bg(si) est l.
Maintenant, la fonction φb,τ˜ ,si (resp. φg,τ,si ) est constante sur les Bg(si)-orbites (resp. G(si)-
orbites), donc les nombres φb,τ˜ ,si (ω), ω ∈ Bg(si)\Ob,λτ ,si (resp. φg,τ,si (ω), ω ∈ G(si)\Og,λτ ,si )
sont bien définis. D’après la proposition 6.5.1, on a :
φb,τ˜ ,si (ω) = φg,τ,si
([ω]si ), ω ∈ Bg(si) \ Ob,λτ ,si .
Pour ω ∈ Bg(si) \ Ob,λτ ,si , on pose,
I siω (ϕdGx) =
∫
G/Bg
ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1
{ ∫
Bg/Bg(si )
Bg (y)
−1
×
{ ∫
ω
{ ∫
bg(si )
⊥si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
xy
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(l1 + λ)
× dλ
}
dμω(l)
}
dBg/Bg(si )y˙
}
dG/Bg x˙, (8.10)
on justifie ultérieurement que les intégrales dans la formule (8.10) sont successivement absolu-
ment convergentes. Il s’ensuit que
I xsi (ϕdGx) =
∣∣det(1 − s−1i )(bg)si ∣∣p
∑
ω∈Bg(si )\Ob,λτ ,si
φg,τ,si
([ω]si )I siω (ϕdGx). (8.11)
Soit ω ∈ Bg(si) \ Ob,λτ ,si . On peut écrire, modulo la convergence absolue des intégrales,
I siω (ϕdGx) =
∫
G/Bg(si )
ψ(f )2χ(x)−2G(x)−1
×
{ ∫
ω
{ ∫
bg(si )
⊥si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
x
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(l1 + λ)
× dλ
}
dμω(l)
}
dG/Bg(si )x˙
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∫
G/G(si )
χ(x)−2G(x)−1
{ ∫
G(si )/Bg(si )
ψ(f )2χ(y)−2G(si )(y)−1
×
{ ∫
ω
{ ∫
bg(si )
⊥si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
xy
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(l1 + λ)
× dλ
}
dμω(l)
}
dG(si )/Bg(si )y˙
}
dG/G(si)x˙
=
∫
G/G(si )
χ(x)−2G(x)−1
{ ∫
G(si )/Bg(si )
ψ(f )2χ(y)−2
×
{ ∫
ω
{ ∫
bg(si )
⊥si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
x
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(
y.(l1 + λ)
)
× dλ
}
dμω(l)
}
dG(si )/Bg(si )y˙
}
dG/G(si)x˙.
En appliquant la proposition 4.2.1 aux orbites ω et [ω]si dans bg(si)∗ et g(si)∗ respectivement,
on obtient, modulo la convergence absolue des intégrales,
I siω (ϕdGx) =
∫
G/G(si )
G(x)
−1χ(x)−2
∫
[ω]si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
x
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(l)
×ψ(l)2 dμ[ω]si (l) dG/G(si )x˙. (8.12)
Comme la mesure de Liouville dμ[ω]si sur [ω]si est ψ -admissible, la fonction : x −→ I
si
ω (x) =
χ(x)−2
∫
[ω]si |(1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
x(si expG(si )( . ))dg(si )X)̂g(si )(l)|Cψ(l)2dμ[ω]si (l), est un élément
de Cc(G;G(si)). Il s’ensuit que dans la formule (8.12) l’intégrale double est absolument conver-
gente. On peut donc refaire à l’envers les calculs ayant mené dans ce qui précède de la formule
(8.10) à la formule (8.12), pour justifier la convergence absolue de l’intégrale apparaissant dans
la formule (8.10). Ceci justifie aussi la convergence absolue de l’intégrale apparaissant dans la
formule (8.9). Ainsi la formule (8.7) est justifiée. Reportant la formule (8.12) dans (8.11), on
obtient,
I xsi (ϕdGx) =
∣∣det(1 − s−1i )(bg)si ∣∣p
∫
G/G(si)
χ(x)−2G(x)−1
×
∫
[Ob,λτ ,si ]si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
x
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(l)
× φg,τ,si (l)ψ(l)2 dμ[Ob,λτ ,si ]si (l) dG/G(si )x˙. (8.13)
Maintenant, pour tout l ∈ g(s)∗, on a : xi .l ∈ g(si)∗ et avec les choix faits des mesures de Haar
sur g(s) et g(si), on a :
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1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
x
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(xi .l)
= (1(g(s))ε(s)|nF |p ϕxxi (s expG(s)( . ))dg(s)X)̂g(s)(l).
Mais, xi induit un isomorphisme de variétés symplectiques de x−1i .[Ob,λτ ,si ]si sur [Ob,λτ ,si ]si , il
s’en suit que∫
[Ob,λτ ,si ]si
(
1(g(si ))ε(si )|nF |p ϕ
x
(
si expG(si )( . )
)
dg(si )X
)̂
g(si )
(l)φg,τ,si (l)ψ(l)
2 dμ[Ob,λτ ,si ]si (l)
=
∫
x−1i .[Ob,λτ ,si ]si
(
1(g(s))ε(s)|nF |p ϕ
xxi
(
s expG(s)( . )
)
dg(s)X
)̂
g(s)
(l)φg,τ,s(l)ψ(xi .l)
2 dμOg,λτ ,s (l).
Cependant, pour tout h ∈ L1(G;G(s)), on a :∫
G/G(si )
h(xxi) dG/G(si )x˙ = ci
∫
G/G(s)
h(x) dG/G(s)x˙,
où ci = |det(xi : gs −→ gsi )|p , le déterminant étant calculé relativement à une base de gs
(resp. gsi ), univolumique pour la mesure de Haar tangente à la mesure quotient sur G/G(s)
(resp. G/G(si)). Il est facile de démontrer que ci = G(xi)−1. D’autre part, on a : (bg)si = gsi
et |det(1 − s−1i )(bg)si |p = |det(1 − s−1i )gsi |p = |det(1 − s−1)gs |p. Ainsi, la formule (8.13) de-
vient :
I xsi (ϕdGx) =
∣∣det(1 − s−1)
gs
∣∣
p
∫
G/G(s)
χ(x)−2G(x)−1
×
{ ∫
x−1i .[Ob,λτ ,si ]si
(
1(g(s))ε(s)|nF |p ϕ
x
(
s expG(s)( . )
)
dg(s)X
)̂
g(s)
(l)
× φg,τ,s(l)ψ(l)2 dμOg,λτ ,s (l)
}
dG/G(s)x˙.
Compte tenu de ce qui précède et du lemme 8.2.1, on obtient finalement :
Θg,τ,ψ (ϕdGy) =
∣∣det(1 − s−1)
gs
∣∣
p
∫
G/G(s)
χ(x)−2G(x)−1
×
{ ∫
Og,λτ ,s
(
1(g(s))ε(s)|nF |p ϕ
x
(
s expG(s)( . )
)
dg(s)X
)̂
g(s)
(l)
× φg,τ,s(l)ψ(l)2 dμOg,λτ ,s (l)
}
dG/G(s)x˙.
D’où la formule cherchée.
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Soit (G,F,G) un groupe presque algébrique résoluble presque connexe. On sait qu’il existe
une mesure dμĜ sur Ĝ et pour chaque π ∈ Ĝ, un opérateur Aπ fermé à domaine dense dans
l’espace de π , semi-invariant de poids −
1
2
G , tels que l’on ait la formule d’inversion de Planche-
rel :
ϕ(1) =
∫
Ĝ
Tr
(
Aππ(ϕdGx)Aπ
)
dμĜ(π), ϕ ∈ C∞c (G),
où la fermeture, notée de même, de l’opérateur Aππ(ϕdGx)Aπ est à trace pour dμĜ-presque
tout π (voir par exemple [3]). Le but de cette partie du présent travail consiste à décrire explici-
tement le couple ((Aπ)π∈Ĝ , dμĜ).
10. Formes linéaires fortement ξ -régulières
Soit (G,F,G) un groupe presque algébrique résoluble presque connexe d’algèbre de Lie
g. On pose U = uG et u = ug. Soit Z un sous-groupe unipotent central dans G d’algèbre de
Lie z. On désigne par z⊥g∗ (resp. z⊥u∗ ) l’orthogonal de z dans g∗ (resp. u∗). On se donne une
forme linéaire ξ sur z et ξ˜ une forme linéaire sur g dont la restriction à z est ξ . On désigne par
g∗ξ = {f ∈ g∗, f|z = ξ}, le sous-espace affine de g∗ passant par ξ˜ et de direction z⊥g
∗
, et par
u∗ξ son image dans u∗ par l’application restriction. On a u∗ξ = {f ∈ u∗, f|z = ξ}, le sous-espace
affine de u∗ passant par ξ˜|u et de direction z⊥u
∗
.
10.1. On dit que f ∈ g∗ξ est ξ -régulière si dimg(f ) dimg(g), pour tout g ∈ g∗ξ . L’ensemble
des formes ξ -régulières g∗ξ,r est un ouvert de Zariski non vide, G-invariant de g∗ξ . Si f ∈ g∗ξ,r alors
g(f )/z est abélienne (voir [1, Paragraphe 1.14.3]). On note s(f ) l’image réciproque, dans g(f ),
de l’unique facteur réductif de g(f )/z.
Lemme 10.1.1. Soit f ∈ g∗ξ,r . On a s(f ) est central dans g(f ).
Démonstration. On peut se placer sur k¯. Soit X un vecteur propre pour l’action de s(f ) dans
g(f ). Alors, il existe α ∈ s(f )∗, tel que, pour tout S ∈ s(f ), on ait, [S,X] = α(S)X. Comme
g(f )/z est abélienne, on a α(S)X ∈ z, pour tout S ∈ s(f ). Il en résulte que α = 0. 
10.2. On dit que f ∈ g∗ξ,r est fortement ξ -régulière si de plus s(f ) est de dimension maxi-
male. On désigne par g∗ξ,t.r l’ensemble des formes fortement ξ -régulières. Alors g∗ξ,t.r est un
ouvert de Zariski non vide, G-invariant, de g∗ξ . Soit f ∈ g∗ξ,t.r . Ecrivons s(f ) = jf ⊕ z, où jf est
l’ensemble des éléments semi-simples de s(f ). Alors jf est une sous-algèbre de Lie abélienne de
g, appelée sous-algèbre de Cartan–Duflo relative à ξ . Toutes les sous-algèbres de Cartan–Duflo
relative à ξ sont G-conjuguées (voir [11, Proposition 12.1]).
11. Mesures sur l’espace des formes linéaires fortement ξ -régulières
On reprend les notations du paragraphe 10. On désigne par u∗ξ,p.r l’image de g∗ξ,t.r dans u∗ par
l’application restriction. Alors u∗ est un ouvert de Zariski non vide, G-invariant, de u∗. On enξ,p.r ξ
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une variété k-analytique M et une submersion surjective pΩu∗ : Ωu∗ −→ M tels que, pour tous
u ∈ Ωu∗ et g ∈ G,
pΩu∗ (g.u) = pΩu∗ (u) et p−1Ωu∗
({
pΩu∗ (u)
})= G.u
(voir Annexe A.2).
11.1. Dans ce paragraphe, nous allons établir le résultat suivant.
Lemme 11.1.1. Il existe une fonction ψG borélienne positive sur u∗ξ , localement constante et
strictement positive sur Ωu∗ , et telle que, pour tout u ∈ u∗ξ et tout x ∈ G, on ait ψG(x.u) =
G(x)
1
2 ψG(u).
Démonstration. La démonstration est inspirée de celle donnée dans [7, Lemme 18]. Soit (Vi)i∈I
un recouvrement ouvert localement fini de M tel que, pour tout i ∈ I , il existe une section ana-
lytique σi : Vi −→ Ωu∗ de pΩu∗ . Soit également (ϕi)i∈I une partition de l’unité (formée par des
fonctions localement constantes et à support compact) subordonnée à (Vi)i∈I .
Soit u ∈ u∗ξ,p.r et g ∈ g∗ξ,t.r tel que sa restriction à u est u. La forme symplectique βg sur
g/g(g) étant G(g)-invariante, on a |detAdxg/g(g)|p = 1, pour tout x ∈ G(g). Puisque g(g)/z est
une algèbre de Lie abélienne donc |detAdxg|p = 1, pour tout x ∈ G(g). Etant donné que G(u)
et G(g) ont des facteurs réductifs communs, |detAdxg|p = 1, pour tout x ∈ G(u).
Ainsi, étant donné i ∈ I , on définit une fonction φi sur p−1Ωu∗ (Vi), en posant, pour ω ∈ Vi et
x ∈ G,
φi
(
x.σi(ω)
)= ∣∣detAdxg∣∣− 12p .
Comme l’application (x,ω) −→ x.σi(ω) est une submersion de G×Vi sur p−1Ωu∗ (Vi), la fonction
φi est localement constante. Par suite, on définit une fonction ψG sur Ωu∗ , en posant, pour
l ∈ Ωu∗ ,
ψG(l) =
∑
i∈I
ϕi ◦ pΩu∗ (l)φi(l).
La fonction ψG est localement constante et à valeurs strictement positives sur Ωu∗ et elle vérifie
la relation de covariance :
ψG(x.l) = |detAdxg|−
1
2
p ψG(l), x ∈ G, l ∈ Ωu∗ .
Le prolongement, noté de même, de ψG en une fonction sur u∗ξ par 0 sur u∗ξ  Ωu∗ , remplit les
conditions voulues. 
Remarque. Lorsque G est unimodulaire, on prendra ψG = 1.
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ψG(g) = ψG(g|u), pour tout g ∈ g∗ξ .
On a le résultat suivant.
Lemme 11.2.1. Soit g ∈ g∗ξ de type unipotent. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) La mesure de Liouville dμOg sur l’orbite co-adjointe Og = G.g est ψG-admissible.
(2) Pour tout λ ∈ L(g), la mesure de Liouville dμOg,λ sur l’orbite co-adjointe Og,λ est ψG-
admissible.
11.3. Soit dgX une mesure de Haar sur g, duY une mesure de Haar sur u, et dzX une mesure
de Haar sur z. On munit z⊥u∗ de la mesure de Haar dz⊥u∗ l duale de la mesure de Haar quotient
du/zY˙ sur u/z. On désigne par du∗ξ l la mesure sur u
∗
ξ translatée par ξ˜|u de la mesure dz⊥u∗ l.
Remarquons que du∗ξ l ne dépend pas du choix de ξ˜|u. Fixons une sous-algèbre de Cartan–Duflo j
relative à ξ que l’on munit d’une mesure de Haar djX. Pour u ∈ u∗ξ,p.r , on pose Bu = G(u)U .
Alors Bu est un groupe presque algébrique d’algèbre de Lie j + u. On désigne par dGx (resp.
dBux) la mesure de Haar sur G (resp. Bu) tangente à la mesure de Haar dgX (resp. djXduY )
de g (resp. j + u) et par dG/Bux˙ la mesure de Haar quotient sur G/Bu. On désigne également
par dμU.u la mesure de Liouville sur l’orbite co-adjointe U.u. Si ϕ est une fonction borélienne
positive sur u∗, on pose Iu(ϕ) =
∫
G/Bu
∫
U.u
ϕ(xl)dμU.u(l)dG/Bu x˙. Alors, Iu définit une mesure
positive G-invariante sur G.u. On la notera dβG.u. On dit que dβG.u est ψG-admissible si∫
G.u
∣∣ϕ(l)∣∣
C
ψ2G(l) dβG.u(l) < +∞, pour tout ϕ ∈ C∞c
(
u∗
)
.
Soit g ∈ g∗ de type unipotent dont la restriction à u est u. Alors g ∈ g∗ξ,t.r et il existe x ∈ uG tel
que jg = x.j. On munit jg de la mesure de Haar djgX, image de la mesure de Haar djX sur j par
l’application j −→ jg , X −→ x.X, et j∗g de la mesure de Haar duale dj∗gλ.
Lemme 11.3.1. On suppose que la mesure dβG.u est ψG-admissible. Pour tout ϕ ∈ C∞c (g), on
a : ∫
j∗g
∫
Og,λ
(ϕdgX)̂ g (l)ψG(l)
2 dμOg,λ(l) dj∗gλ =
∫
G.u
(ϕ|uduX)̂ u (l)ψG(l)2 dβG.u(l).
Démonstration. La démonstration de ce résultat est analogue à celle de la proposition 13.2.1 de
[11], et nous l’omettons. 
Comme conséquence du lemme ci-dessus et du Lemme 11.2, on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 11.3.1. Si la mesure dβG.u est ψG-admissible alors, pour tout λ ∈ j∗g , la mesure de
Liouville dμOg,λ est ψG-admissible.
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∗
ξ . On a le résultat sui-
vant.
Proposition 11.4.1. Il existe une unique mesure borélienne positive dμG,ξ,u sur G \u∗ξ telle que
l’on ait : ∫
u∗ξ
ϕ(l)ψG(l)
−2 du∗ξ l =
∫
G\u∗ξ
dμG,ξ,u(ω)
∫
ω
ϕ(l) dβω(l)
pour toute fonction ϕ, borélienne positive, ou intégrable pour ψG(l)−2du∗ξ l sur u∗ξ .
Démonstration. La démonstration de cette proposition est identique à celle du Lemme 5.1.7
de [4]. 
On en déduit le corollaire suivant.
Corollaire 11.4.1. Avec les notations précédentes, pour dμG,ξ,u-presque toute orbite ω dans
G \ u∗ξ , la mesure dβω est ψG-admissible.
12. Formule de Plancherel de G
On reprend les notations des paragraphes 10, 11, 6.2 et 6.3.
12.1. On se donne g ∈ g∗ξ,t.r de type unipotent. Alors, il existe x ∈ G tel que jg = x.j, où jg est
l’unique facteur réductif de g(g). Soit Rg un facteur réductif de G(g) (d’algèbre de Lie jg). Alors,
YG(g) s’identifie à (̂Rgg )−, l’ensemble des classes des représentations unitaires irréductibles τ de
R
g
g telles que τ(1,−1) = − Id. On munit jg de la mesure de Haar djgX = x.djX, image de la
mesure de Haar djX par Adx. On désigne par dRgg x la mesure de Haar sur R
g
g tangente à la
mesure de Haar djgX sur jg et par dgτ la mesure de Plancherel de R
g
g correspondante.
12.2. Rappelons que si H est un groupe localement compact, la topologie sur Ĥ est don-
née par : soit π ∈ Ĥ agissant dans un espace de Hilbert H. Pour chaque partie compacte
K de H , chaque ensemble fini de vecteurs v1, . . . , vm de H et pour chaque η > 0, on note
UH (K,π, v1, . . . , vm,η) le sous-ensemble de Ĥ constitué des π ′ ∈ Ĥ agissant dans H′ tel qu’il
existe des vecteurs w1, . . . ,wm de H′ pour lequels on ait∣∣〈π(x)vi, vj 〉H − 〈π ′(x)wi,wj 〉H′ ∣∣C < η, pour tout x ∈ K, 1 i, j m.
La famille des ensembles UH (K,π, v1, . . . , vm,η) constitue une base de voisinages de π .
Lemme 12.2.1. L’application
κ : (̂Rgg )− −→ (̂Rug )−, τ −→ τ˜
est continue et l’image de la mesure dgτ par κ est la restriction de la mesure de Plancherel de
Ru à (̂Ru) .g g −
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Rug dans Rg). Soit τ ∈ (̂Rgg )−. Soit également K un compact de Rug , v1, . . . , vm des vecteurs de
l’espace de τ , et η > 0. On a :
κ−1
(URug (K, τ˜ , v1, . . . , vm,η)∩ (̂Rug )−)= URgg (α−1(α˜(K)), τ, v1, . . . , vm,η)∩ (̂Rgg )−.
La deuxième assertion du lemme se démontre aisément en utilisant la formule 14.1 de [11]. 
12.3. On pose bg = g(g) + u, la sous-algèbre acceptable canonique associée à g, Bg =
G(g)U , le sous-groupe induisant associé à g. Pour τ ∈ YG(g), on désigne par τ˜ l’élément de
YBg (g|bg ) associé à τ par la formule (6.1) et par πg|bg ,τ˜ la classe de représentations unitaires
irréductibles du groupe Bg définie par la formule (6.2). Comme l’orbite co-adjointe Bg.g|bg est
fermée dans bg∗ donc, d’après [10, Théorème 37], πg|bg ,τ˜ est admissible. On note alors Θg|bg ,τ˜
son caractère.
Proposition 12.3.1. On suppose que la mesure dβG.g|u est ψG-admissible. Soit ϕ ∈ C∞c (G).
Alors, la fonction (τ, x) −→ Θg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy), définie sur (̂R
g
g )− × G/Bg , est mesurable et
on a : ∫
(̂R
g
g )−
∫
G/Bg
ψG(x.g)
2G(x)
−1∣∣Θg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy)∣∣C dG/Bg x˙ dgτ < +∞, (12.1)
où, pour chaque x ∈ G, ϕxBg est la fonction sur Bg définie par la formule (8.2).
Le reste de ce paragraphe est consacrée à la démonstration de cette proposition.
12.3.1. Désignons par R un facteur réductif de G contenant Rg . Montrons que la fonction
γ : (τ, x) −→ Θg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy) est mesurable sur (̂R
g
g )− × R/Rg . On peut supposer que ϕ =
ϕ1 ⊗ ϕ2, où ϕ1 ∈ C∞c (R) et ϕ2 ∈ C∞c (U). En utilisant les notations du paragraphe 6.3, on a :
Θg|bg ,τ˜
(
ϕxBgdBgy
)= ∫
Rg
ϕx1 (y)Tr
(
τ˜ (y˜)
)
Tr
(
Su(y˜)πu
(
ϕx2dUz
))
dRgy.
On note, pour m ∈ N×,
m
(̂
R
g
g
)
− =
{
τ ∈ (̂Rgg )−, dim τ = m}.
Alors m(̂Rgg )−, qui est une partie localement fermée de (̂R
g
g )−, est localement compacte. Pour
chaque m ∈ N×, la fonction
(τ, x, y) −→ ϕx1 (y)Tr
(
τ˜ (y˜)
)
Tr
(
Su(y˜)πu
(
ϕx2dUz
))
est continue sur m(̂Rgg )− ×R×Rg . Si bien que γ est continue sur m(̂Rgg )− ×R/Rg . Il en résulte
que γ est mesurable sur (̂Rgg ) ×R/Rg .−
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mesurable sur (̂Rgg )−.
12.3.2. Soit a un réseau de g contenu dans gε|nF |p tel que K = expG(a) soit un sous-groupe
(compact ouvert) de G et ϕ soit K-bi-invariante. Soit x ∈ G. Comme la fonction ϕxBg est bi-
invariante par x−1Kx ∩Bg = x−1(K ∩Bg)x, on déduit que l’on a :
1
(mes(x−1Kx ∩Bg))2 1
x
(K∩Bg) ∗ ϕxBg ∗ 1x(K∩Bg) = ϕxBg ,
où mes(x−1Kx ∩Bg) est la mesure de x−1Kx ∩Bg par rapport à la mesure de Haar dBgy de Bg .
Désignons par Hg|bg ,τ˜ l’espace de πg|bg ,τ˜ et soit v ∈ Hg|bg ,τ˜ . On a :
〈
πg|bg ,τ˜
(
ϕxBgdBgy
)
v, v
〉= 1
(mes(x−1Kx ∩Bg))2
× 〈πg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy)πg|bg ,τ˜ (1x(K∩Bg)dBgy)v,πg|bg ,τ˜ (1x(K∩Bg)dBgy)v〉.
En utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz (|〈ξ, ζ 〉|C  ‖ξ‖.‖ζ‖, ξ, ζ ∈ Hg|bg ,τ˜ ) et le fait que
πg|bg ,τ˜ est unitaire, on a :∣∣〈πg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy)v, v〉∣∣C

∫
Bg
|ϕxBg |C dBgy
(mes(x−1Kx ∩Bg))2
〈
πg|bg ,τ˜
(
1x(K∩Bg)dBgy
)
v,πg|bg ,τ˜
(
1x(K∩Bg)dBgy
)
v
〉

∫
Bg
|ϕxBg |C dBgy
mes(x−1Kx ∩Bg)
〈
πg|bg ,τ˜
(
1x(K∩Bg)dBgy
)
v, v
〉
.
On note C le support de ϕ et Mϕ le maximum de |ϕ|C. Alors, on a :∫
Bg
∣∣ϕxBg ∣∣C dBgy Mϕmes(x−1Cx ∩Bg).
Si bien que l’on a :
∣∣〈πg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy)v, v〉∣∣C Mϕ mes(x−1Cx ∩Bg)mes(x−1Kx ∩Bg)
〈
πg|bg ,τ˜
(
1x(K∩Bg)dBgy
)
v, v
〉
Mϕ
mes(C ∩Bg)
mes(K ∩Bg)
〈
πg|bg ,τ˜
(
1x(K∩Bg)dBgy
)
v, v
〉
.
En utilisant une base hilbertienne de Hg|bg ,τ˜ , on obtient,
∣∣Θg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy)∣∣C Mϕ mes(C ∩Bg)Θg|bg ,τ˜ (1x(K∩Bg)dBgy).mes(K ∩Bg)
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g
g,ε défini par :
ψλ
(
expRgg (X)
)= ς(〈λ,X〉), X ∈ jg,ε|nF |p .
En utilisant le corollaire 11.3.1 et le théorème 7.0.1, on obtient :∫
G/Bg
ψG(x.g)
2G(x)
−1∣∣Θg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy)∣∣C dG/Bg x˙
 dim τMϕ
mes(C ∩Bg)
mes(K ∩Bg)
∫
Og,λ
(1K ◦ expG dgY )̂ g (l)ψG(l)2 dμOg,λ(l).
Par conséquent, en utilisant la description de la mesure de Plancherel dgτ de Rgg donnée dans
[11, Paragraphe 14.1] et le lemme 11.3.1, on a :∫
(̂R
g
g )−
∫
G/Bg
ψG(x.g)
2G(x)
−1∣∣Θg|bg ,τ˜ (ϕxBgdBgy)∣∣C dG/Bg x˙ dgτ
 1
2
Mϕ
mes(C ∩Bg)
mes(K ∩Bg)
∫
j∗g
∫
Og,λ
(1K ◦ expG dgY )̂ g (l)ψG(l)2 dμOg,λ(l) dj∗gλ
 1
2
Mϕ
mes(C ∩Bg)
mes(K ∩Bg)
∫
G.g|u
(1K∩U ◦ expduX)̂ u (u)ψG(u)2 dβG.g|u(u) < +∞.
D’où le résultat voulu.
12.4. Arrivé à ce stade, nous allons établir le résultat suivant.
Proposition 12.4.1. Soit u ∈ u∗ξ,p.r tel que la mesure dβG.u soit ψG-admissible. Soit ϕ ∈ C∞c (G).
Soit g ∈ g∗ξ,t.r de type unipotent dont la restriction à u est u. Alors, pour tout h ∈ G.g , la fonction
τ −→ Θh,τ,ψG(ϕdGx) est intégrable sur YG(h) et on a :∫
YG(h)
Θh,τ,ψG(ϕdGx)dhτ =
1
2
∫
G.u
(ϕ|U ◦ expduX)̂ u (l)ψG(l)2 dβG.u(l), (12.2)
où dGx est la mesure de Haar sur G tangente à la mesure de Haar dgX.
Démonstration. Soit 0 < ε < aG et ϕ ∈ C∞c (Gε). Soit également τ ∈ (̂Rgh )− et λ ∈ j∗h tel
que τ|Rgh,ε = (dim τ)ψλ. D’après le corollaire 11.3.1, la mesure de Liouville dμOh,λ est ψG-
admissible. D’après le théorème 7.0.1, on a :
Θh,τ,ψG(ϕdGx) = dim τ
∫
(ϕ ◦ expdgX)̂ g (l)ψG(l)2 dμOh,λ(l).
Oh,λ
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graphe 14.1], on a :∫
YG(h)
Θh,τ,ψG(ϕdGx)dhτ =
1
2
∫
j∗h
∫
Oh,λ
(ϕ ◦ expdgX)̂ g (l)ψG(l)2 dμOh,λ(l) d∗jhλ.
Si bien que l’on a :∫
YG(h)
Θh,τ,ψG(ϕdGx)dhτ =
1
2
∫
G.u
(ϕ|U ◦ expduX)̂ u (l)ψG(l)2 dβG.u(l).
Soit s un élément semi-simple de G, s = 1, et 0 < ε(s) < min{ε, aG(s), a′′G(s)}. Soit ϕ ∈
C∞c (WG(s, ε(s))). Alors, on a : ∫
YG(h)
Θh,τ,ψG(ϕdGx)dhτ = 0. (12.3)
En effet, pour tout τ ∈ (̂Rgh )−, on a :
Θh,τ,ψG(ϕdGy) = ψG(h)2
∫
G/Bh
Θh|bh ,τ˜
(
ϕxBhdBhy
)
dG/Bhx˙.
On distingue alors deux cas :
Premier cas : On suppose que s /∈ Bh. Dans ce cas, WG(s, ε(s)) ∩ Bh = ∅. Par suite,
Θh,τ,ψG(ϕdGx) = 0, pour tout τ ∈ (̂Rgh )−.
Deuxième cas : On suppose s ∈ Bh. En utilisant le théorème de Fubini (qui est justifié par
l’inégalité (12.1)), on a :∫
YG(h)
Θh,τ,ψG(ϕdGx)dhτ = ψG(h)2
∫
G/Bh
{ ∫
(̂R
g
h )−
Θh|bh ,τ˜
(
ϕxBhdBhy
)
dhτ
}
dG/Bhx˙.
D’après [11, Proposition 15.2.1 et numéro 15.2.2] et le lemme 12.2.1, on a :∫
(̂R
g
h )−
Θh|bh ,τ˜
(
ϕxBhdBhy
)
dhτ = 0, pour tout x ∈ G.
La formule (12.3) en résulte. D’autre part, comme WG(s, ε(s))∩U = ∅, on a :
1
2
∫
G.u
(ϕ|U ◦ expduX)̂ u (l)ψG(l)2 dβG.u(l) = 0.
Soit S un système de représentants des G-orbites semi-simples de G. Le résultat cherché résulte
de ce qui précède et d’une partition de l’unité subordonnée à (WG(s, ε(s)))s∈S . 
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lisée ΘψGω , −1G -semi-invariante, sur G par :
ΘψGω (ϕdGx) = 2
∫
YG(g)
Θg,τ,ψG(ϕdGx)dgτ, ϕ ∈ C∞c (G),
où g ∈ g∗ξ,t.r est une forme de type unipotent dont la restriction à u appartient à ω.
On désigne par χξ le caractère de Z défini par : χξ (exp(X)) = ς(〈ξ,X〉), X ∈ z.
Théorème 12.5.1. On désigne par dGx la mesure de Haar sur G tangente à la mesure de Haar
dgX sur g et par dZx la mesure de Haar sur Z tangente à la mesure de Haar dzY sur z. Pour
tout ϕ ∈ C∞c (G), la fonction ω −→ ΘψGω (ϕdGx) est intégrable par rapport à la mesure dμG,ξ,u
et on a : ∫
Z
ϕ(x)χξ (x) dZx =
∫
G\u∗ξ
ΘψGω (ϕdGx)dμG,ξ,u(ω).
Démonstration. Le théorème découle des propositions 11.4.1 et 12.4.1. 
13. Exemple
On pose
G =
{(
a b
0 1
)
, a ∈ k×, b ∈ k
}
.
Alors G est l’ensemble des points rationnels d’un groupe algébrique défini sur k. Pour a ∈ k× et
b ∈ k, on notera (a, b) =
(
a b
0 1
)
. On a les formules suivantes :
(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1 + a1b2); (a, b)−1 =
(
a−1,−ba−1); (a, b) = (a,0)(1, ba−1).
Le sous-groupe U = {(1, b), b ∈ k} est le radical unipotent de G et le sous-groupe T =
{(a,0), a ∈ k×} est un facteur réductif de G. On munit G de la mesure de Haar à gauche
dG(a, b) = dμ(a)dμ(b)|a|2p . Le groupe G n’est pas unimodulaire car
dμ(a)dμ(b)
|a|p est une mesure de
Haar à droite sur G. La fonction module de G est donnée par :
G(a,b) = 1|a|p , pour tout (a, b) ∈ G.
13.1. Etude des orbites
On note g l’algèbre de Lie de G. On a :
g =
{(
a b
0 0
)
, a, b ∈ k
}
.
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(
1 0
0 0
)
et E =
(
0 1
0 0
)
. Alors, (E0,E) est une base de g et on a : [E0,E] = E. On
désigne par (E∗0 ,E∗) la base duale de (E0,E).
Pour X =
(
a0 b0
0 0
)
, Y =
(
a1 b1
0 0
)
∈ g et x = (a, b) ∈ G, on a :
[X,Y ] = X.Y − Y.X =
(
0 a0b1 − a1b0
0 0
)
, Adx.X = xXx−1 =
(
a0 −ba0 + ab0
0 0
)
et Adx−1.E∗ = −bE∗0 + aE∗. Il y a deux types d’orbites co-adjointes :
– les orbites réduites à un singleton : {αE∗0 }, α ∈ k ;
– l’orbite ouverte OE∗ = {g ∈ g∗, g(E) = 0}.
D’autre part, on a :
G.E∗| ug =
{
g ∈ ( ug)∗, g(E) = 0} et G(E∗| ug)= U.
On munit U de la mesure de Haar dU(1, b) = dμ(b). Alors, on a :
∫
G.E∗|ug
ϕ(l) dβG.E∗|ug(l) =
∫
k×
ϕ
(
aE∗| ug
)dμ(a)
|a|p ,
pour toute fonction borélienne positive ϕ sur ( ug)∗. Soit ψG la fonction sur G.E∗| ug définie par :
ψG
(
x.E∗| ug
)= G(x) 12 , x ∈ G.
On a :
∫
( ug)∗
ϕ(l)ψG(l)
−2 d(ug)∗(l) =
∫
k
ϕ
(
a.E∗| ug
)
ψG
(
a.E∗| ug
)−2
dμ(a)
=
∫
k
ϕ
(
a.E∗| ug
)
ψG
(
(a,1)−1.E∗| ug
)−2
dμ(a)
=
∫
k
ϕ
(
a.E∗| ug
)dμ(a)
|a|p .
On en déduit que la mesure dμG,ξ,u sur G \ ( ug)∗ est la mesure de Dirac en G.E∗| ug.
Lemme 13.1.1. La mesure ψ2GdβG.E∗|ug est une mesure de Radon sur (
ug)∗.
Démonstration. Soit α une fonction continue à support compact sur ( ug)∗. On a :
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∫
G.E∗|ug
α(l)ψ2G(l) dβG.E∗|ug(l) =
∫
k×
α
(
(a,0).E∗| ug
)dμ(a)
|a|2p
=
∫
k×
α
(
aE∗| ug
)
dμ(a).
On voit que la dernière intégrale est absolument convergente. 
13.2. Description de Ĝ
Nous allons utiliser la méthode des orbites de Kirillov–Duflo, ex posée dans le numéro 6.3,
pour donner une paramétrisation de l’ensemble des classes de représentations unitaires irréduc-
tibles de G.
– La forme linéaire nulle 0 sur g est de type unipotent. En appliquant la méthode des orbites
de Kirillov–Duflo, on obtient les caractères unitaires de G.
– Considérons l’élément E∗ de g∗. On a g(E∗) = {0} et G(E∗) = {(1,0)}. Il s’en suit que E∗
est de type unipotent et que ug est de type fortement unipotent relativement à E∗. La méthode
des orbites de Kirillov–Duflo appliquée à E∗ donne la représentation unitaire irréductible
de G :
π = IndGU χE∗ ,
où χE∗ est le caractère de U défini par : χE∗((0, b)) = ς(b), pour tout b ∈ k.
On note HE∗ l’espace des fonctions ϕ : G −→ C mesurables, vérifiant les relations :
ϕ(xy) = χE∗
(
y−1
)
ϕ(x), x ∈ G, y ∈ U et
∫
G/U
∣∣ϕ(x)∣∣2
C
dG/U x˙ < +∞,
où dG/U x˙ est la mesure de Haar quotient sur G/U de dGx par dUx. On a alors :
π(x)ϕ(y) = ϕ(x−1y), x, y ∈ G, ϕ ∈ HE∗ .
Remarquons que π n’est pas admissible. En effet, d’après le théorème 7.0.1, il faut et il suffit de
montrer que la mesure de Liouville dμOE∗ portée par OE∗ n’est pas une mesure de Radon. Or,
pour k un réseau de g∗, on a :∫
OE∗
1k(l) dμOE∗ (l) =
∫
k××k
1k
(
(a, b).E∗
)dμ(a)dμ(b)
|a|2p
=
∫
k××k
1k
(
ba−1E∗0 + a−1E∗
)dμ(a)dμ(b)
|a|2p
=
∫
×
1k
(
bE∗0 + aE∗
)dμ(a)dμ(b)
|a|p = +∞.k ×k
K. Maktouf / Journal of Functional Analysis 262 (2012) 500–536 53513.3. Nous terminons cet article en donnant la formule de Plancherel de G. Soit ψ la fonc-
tion sur G, définie par : ψ(x) = ψG(x.E∗) = ψG(x.E∗| ug), x ∈ G. Alors, ψ est semi-invariante,
de poids −
1
2
G sur G. Considérons l’opérateur, self-adjoint, T ψE∗ , semi-invariant de poids 
− 12
G
pour π , défini par la formule (5.1), de l’espace HE∗ . Alors, pour tout ϕ ∈ C∞c (G), l’opérateur
T
ψ
E∗π(ϕdGx)T
ψ
E∗ est bien défini et en utilisant le lemme 13.1.1 et le théorème 7.0.1, il est à trace.
Si bien que la formule
Θ
ψG
E∗ (ϕdGx) = Tr
(
T
ψ
E∗π(ϕdGx)T
ψ
E∗
)
, ϕ ∈ C∞c (G),
définit une fonction généralisée −1G -semi-invariante sur G. Nous avons :
δ1/dGx = ΘψGE∗ .
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Annexe A. Sur la structure analytique
A.1. Soit G un groupe algébrique opérant régulièrement dans une variété affine lisse V ⊂ k¯m,
tous définis sur k.
Proposition. L’ensemble des points rationnels Vk de V est une sous-variété analytique de km.
Démonstration. C’est l’analogue du Théorème 1 de [13] dont la démonstration s’étend sans
difficulté dans notre cas. 
A.2. D’après [12], il existe une sous-variété X ouverte et dense dans V, définie sur k, G-
invariante, tel que le quotient X/G existe et soit lisse. On note pX la projection canonique de
X sur X/G. Soit W un ouvert affine, défini sur k, de X/G et Y un ouvert affine, défini sur k,
de X contenu dans p−1X (W). Posons Y = Gk.Yk . Alors Y est un ouvert de Zariski de Vk et
l’application naturelle pY de Y dans Wk déduite de pX est une submersion.
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